ПРЕДИСЛОВИЕ
Учебная дисциплина «Методика преподавания математики» отно​сится к циклу педагогических дисциплин и изучается студентами, уже получившими определенную философскую, психологическую, общедидактическую, логическую и математическую подготовку. Эти знания студентов систематически используются в курсе методики пре​подавания математики, конкретизируются и находят выход в практи​ку обучения школьников.
Программа курса «Методика преподавания математики» делит его на две части: «Общая методика» и «Специальная методика». Общая ме​тодика представляет собой конкретизацию дидактики с учетом специ​фики математики как учебного предмета. Она названа общей потому, что вырабатывает на психолого-дидактической основе общие методи​ческие идеи, положения, рекомендации. Специальная методика по существу представляет собой применение общей методики к изучению конкретных тем школьного курса математики.
Настоящее учебное пособие содержит изложение общей методики преподавания математики. В нем представлена лишь одна из воз​можных трактовок курса общей методики. Особенность этой трактов​ки состоит в том, что в ней выражено стремление авторов к конкрети​зации дидактики с возможно более полным учетом специфики мате​матики. Другая особенность — широкое иллюстрирование общих методических идей и положений конкретными примерами их реали​зации в школьном обучении, что подготавливает переход от общей к специальной методике.
Имеется в виду, что изучение курса методики в системе лекцион​ных, семинарских и лабораторных занятий проходит в связи с непре​рывной педагогической практикой студентов в школе, предусматри​вающей их активное участие в учебно-воспитательной работе учителя.
Пособие написано в соответствии с программой по методике препо​давания математики и адресовано студентам математических и физико-математических факультетов педагогических институтов.
Работа авторов над содержанием пособия распределяется следую​щим образом: глава I — Р. С. Черкасов; глава II — В. И. Крупич; главы III—IV — А. А. Столяр; глава V — Е. С. Канин; глава VI — Н. Г. Килина (§ 1, 2), Н. И. Чиканцева (§ 3—6, 8), В. С Копылов (§ 7,9), Н. А. Терешин (§ 10); глава VII — Н. А. Терешин (§ 1), Е. С. Канин (§ 2), В. С. Семаков (§ 3—5); глава VIII — М. Г. Лускина (§ 2), А. Я. Блох, И. А. Павленкова (§ 1, 3).
Авторы выражают благодарность рецензентам пособия: доктору педагогических наук, профессору Архангельскому С. И., кафедре методики преподавания математики Ульяновского педагогического института (заведующая кафедрой — доцент Первухина С. Г.).
Замечания и предложения по улучшению пособия просим при​сылать по адресу: 129846, Москва, 3-й проезд Марьиной рощи, Д- 41, издательство «Просвещение», редакция математики.
Глава I
ОБЩИЕ ВОПРОСЫ МЕТОДИКИ ПРЕПОДАВАНИЯ 
МАТЕМАТИКИ В СРЕДНЕЙ ШКОЛЕ
В первой главе дается краткая характеристика методики препо​давания математики как учебного предмета, рассматриваются вопро​сы, относящиеся к выделению характерных для курса школьной математики общих подходов к раскрытию материала обучения. Ука​занные подходы связаны в первую очередь с целями, которые ставятся перед математикой как учебным предметом. Эти цели нельзя рассмат​ривать в отрыве от общих целей обучения и воспитания, на достиже​ние которых ориентируют учителей задачи коммунистического строи​тельства. Поэтому в качестве первого этапа конкретизации целей обучения математике в книге рассматриваются соответствующие общие цели в той их постановке, которую им придает специфичность математики как учебного предмета. Затем анализируются соотноше​ния этих целей с методами, которые используются в преподавании математики в школе, выделяются наиболее существенные направле​ния развертывания содержания курса и дается краткий обзор программ по математике. Особое внимание уделяется проблеме установ​ления в процессе обучения связей между теоретическими сведения​ми, которые содержатся в курсе школьной математики, и возможно​стями их приложения в практической, трудовой деятельности. Ме​тодика преподавания математики в настоящее время интенсивно раз​вивается; многие проблемы в ней возникли совсем недавно и не полу​чили еще окончательного разрешения. Мы отмечаем некоторые из таких проблем, поскольку учителю математики придется столкнуться с ними в своей практической работе и он должен быть готов к само​стоятельным поискам ответов на возникающие конкретные вопросы и к их решению в свете требований реформы школы.
§ 1. ПРЕДМЕТ МЕТОДИКИ ПРЕПОДАВАНИЯ МАТЕМАТИКИ
Методика преподавания математики — наука о математике как учебном предмете и закономерностях процесса обучения математике учащихся различных возрастных групп. В своих исследованиях и вы​водах она опирается на марксистско-ленинскую философию, педаго​гику, психологию, математику и обобщенный практический опыт ра​боты учителей математики.
Согласно общим целям обучения перед методикой преподавания математики стоят следующие основные задачи:
1. Определить конкретные цели изучения математики и содержа​ние учебного предмета средней школы.
2.   Разработать наиболее рациональные методы и организацион​ные формы обучения,   направленные на достижение   поставленных целей.
3.   Рассмотреть   необходимые   средства   обучения   и   разработать рекомендации по их применению в практике работы учителя.
Короче говоря, методика математики
 призвана дать ответы на следующие три вопроса:
1.  Зачем надо учить математике?
2.   Что надо изучать?
3.   Как надо обучать математике?
Содержание методики математики составляют вопросы ее общих теоретических основ (общая методика математики) и вопросы изуче​ния отдельных разделов, тем курса (частная, или специальная, мето​дика математики).
Методика преподавания математики оформилась как самостоя​тельная наука во второй половине XIX в. Основным предметом ее исследований в то время стали вопросы обучения математике детей младшего школьного возраста, что было вызвано возникшими в об​ществе потребностями достаточно широкого развития школьного начального образования. Вопросы методики обучения математике детей среднего и старшего школьного возраста стали предметом ак​тивных методических исследований в последние годы XIX столетия и приобрели широкое развитие только в последующие десятилетия.
Из методического наследия отечественной методики математики назовем лишь наиболее важное.
Первыми в нашей стране научными исследованиями по методике преподавания математики, получившими свое продолжение, были труды члена Петербургской Академии наук Семена Емельяновича Гурьева (1760—1813). В разработанном им проекте реформы преподавания математики в Морском кадетском корпусе С. Е. Гурьев впервые ставил (и решал) ряд вопросов общей методики.
Ценный вклад в формирование методики преподавания математи​ки внес Николай Иванович Лобачевский (1792—1856). Свои общие методические взгляды он сформулировал в предисловии к изданной в 1834 г. книге «Алгебра или вычисление конечных». «... В постепенном развитии понятий и в уменье не допускать, чтобы одно изучение на память общих правил и механические вычисления заменяли суждения, заключается искусство преподавания и успех его», — писал Н. И. Лобачевский.
Значительную роль в преодолении характерных для первой поло​вины и середины XIX в. догматических методов преподавания мате​матики в начальной школе сыграла методическая деятельность Ильи Николаевича Ульянова (1831 — 1886) и Льва Николаевича Толстого (1828—1910). И. Н. Ульянов стремился освободить преподавание математики в начальной школе от механического за​учивания.   Л. Н. Толстой не только написал оригинальный учебник арифметики, но впервые в отечественной практике организовал срав​нительный эксперимент по изучению в начальной школе арифметики старым и предлагаемым в его учебнике новым способами. Однако объективное подведение итогов эксперимента было сорвано из-за раз​вязанной реакционными клерикальными кругами травли великого писателя, завершившейся его отлучением от церкви.
До наших дней не потеряли своего значения методические труды Александра Ивановича Гольденберга (1837—1902), особенно его книги «Методика начальной арифметики» и «Беседы по счислению».
Крупнейшими методистами-математиками, начавшими свою дея​тельность в дореволюционной России, но труды которых получили заслуженное признание лишь после Великой Октябрьской социали​стической революции, были Семен Ильич Шохор- Троцкий (1853—1923), разработавший «Метод целесообразных задач»
, и Кон​стантин Феофанович Лебединцев (1878—1925), обосновавший «конкретно-индуктивный метод» преподавания алгебры
.
Лучшие из созданных в дореволюционное время учебных пособий по математике получили должное признание и использовались в те​чение многих лет в советской школе. Наибольший успех имели книги «Арифметика», «Элементарная алгебра», «Элементарная геометрия», написанные Андреем Петровичем Киселевым (1852—1940), ставшие в 1934—1955 гг. (после их переработки) стабильными школь​ными учебниками.
Многие возникающие в методике математики проблемы находят свое разрешение только после многолетних поисков. Это объясняется их сложностью, взаимосвязью особенностей процесса обучения математике с исследованиями по школьной психологии, дидактике, ук​репившимися в опыте преподавания математики традициями, кото​рые во многом имеют глубокую связь с историей науки.
В методике преподавания математики, в практике обучения пред​мету находят свое отражение особенности многовековой истории раз​вития математики от глубокой древности до наших дней. Выделяют четыре основных периода развития математики
:
1.   Период зарождения математики, который характеризуется на​коплением  первоначальных фактов.
2.   Период элементарной математики. Начало этого периода поло​жили математики Древней Греции (VI—V вв. до н. э.).
3.   Период       создания       математики       переменных      величин (XVII—XVIII вв.).
4.  Современный период (XIX—XX вв.).
Учителю математики необходимо ознакомиться с книгами по ис​тории математики, в которых дается интересный фактический материал. Это позволяет не только лучше понять богатую историю возник​новения и развития учебного предмета, но и выбрать для сообщения школьникам поучительные примеры напряженной, часто героической борьбы за научное мировоззрение против религиозного догматизма и метафизических представлений. Не менее интересной и необходимой для глубокого понимания методических закономерностей является и история развития методики преподавания математики. Наиболее важными в отечественной истории этой науки являются следующие периоды:
1.   Период  движения   за   реформу   математического  образования в конце XIX — начале XX в. В отечественной методике этот период нашел свое наиболее яркое отражение в материалах  I и II Всероссий​ских съездов преподавателей математики (1912, 1914 гг.).
2.   Период становления и формирования методики преподавания математики в советской единой трудовой политехнической    школе (1917—1932 гг.).
В эти годы были разработаны основанные на ленинских идеях принципы советской дидактики, найдены построенные на этих прин​ципах подходы к решению методических проблем.
3.  Период  современной   реформы  математического  образования, вызванный требованиями научно-технической революции, возрастаю​щей ролью математики и школьного математического образования в современных условиях, задачами подготовки подрастающего поколе​ния к активной трудовой деятельности в развитом социалистическом обществе.

§ 2. ЦЕЛИ ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ В СОВЕТСКОЙ СРЕДНЕЙ

ОБЩЕОБРАЗОВАТЕЛЬНОЙ ШКОЛЕ. ЗНАЧЕНИЕ ШКОЛЬНОГО

КУРСА МАТЕМАТИКИ В ОБЩЕМ ОБРАЗОВАНИИ

Советская средняя общеобразовательная школа призвана гото​вить высокообразованных, всесторонне развитых, активных строите​лей коммунистического общества, воспитанных на идеях марксизма-ленинизма, способных к творческому труду в различных областях хозяйственного и социально-культурного строительства, готовых беззаветно защищать свою социалистическую Родину.
Свой вклад в достижение этих высоких целей вносит и та подго​товка, которую получают учащиеся, овладевая школьным курсом математики. Учащиеся средней школы изучают математику в течение всех лет обучения. Ни один другой предмет, кроме родного языка и литературы, не занимает в школьном обучении такого положения. Большое внимание к изучению математики объясняется тем значе​нием, которое приобрела эта древнейшая, но вечно молодая наука в жизни современного общества.
В эпоху научно-технической революции широкое распростра​нение математических знаний, приобщение к ним молодежи, приступающей после окончания школы к трудовой деятельности в самых раз​нообразных областях науки и производства, становится настоятельной необходимостью. Большинство ведущих профессий в промышленности и сельском хозяйстве требует от будущих рабочих, специалистов раз​ных профилей многих умений, навыков и знаний, относящихся к ма​тематике и ее приложениям. Математика приобретает все возрастающее значение в других науках, в решении задач научно-технического прогресса, особенно относящихся к новым областям техники.
В современных условиях определенный объем математических знаний, владение характерными для математики методами и некото​рое знакомство со специфическим языком математики стали обяза​тельным элементом общей культуры.
Но не только эти важные факторы определяют цели математичес​кого образования.
Советская школа всегда уделяла большое внимание формированию коммунистических убеждений учащихся, и это явилось решающим условием наших достижений в идейно-политическом воспитании моло​дежи.
Изучение математики вносит свой вклад в формирование научного, марксистско-ленинского мировоззрения учащихся, в развитие их интеллектуальных сил и способностей.
Навыки мыслительной деятельности, приобретаемые учащимися в процессе правильно организованного обучения математике, форми​руемая при изучении предмета готовность к упорному труду, к пре​одолению трудностей будут нужны им в будущем независимо от того, какую профессию изберет каждый из них или начнет приобретать по​сле окончания средней школы.
Важной задачей обучения математике в средней школе являются подготовка учащихся к продолжению образования в высшей школе по специальностям, требующим дальнейшего изучения математики и ее приложений, воспитание у них стремления к непрерывному по​полнению своих знаний в избранном направлении путем самообразо​вания.
Таким образом, подготовка учащихся средней школы к активному участию в строительстве коммунистического общества требует:
1)  овладения   школьниками   определенным  объемом   математиче​ских знаний, умений и навыков;
2)  формирования в процессе обучения предмету научного миро​воззрения,  высоких моральных качеств учащихся, развития  их ин​теллектуальных сил и способностей, готовности к труду.
Пути и средства достижения цели изучения математики в совет​ской средней общеобразовательной школе раскрываются в курсе ме​тодики преподавания математики. Эти вопросы в данном пособии бу​дут рассмотрены и получат свою конкретизацию при анализе школь​ных программ, содержания учебников и учебных пособий по мате​матике, методов преподавания основных разделов курса и организа​ции учебной работы. Но этому обстоятельному изучению необходимо предпослать некоторые общие пояснения, относящиеся, прежде всего к взаимосвязи целей изучения математики в средней школе с содер​жанием предмета.
Определяя объем математических знаний, умений и навыков, которым должны владеть    выпускники средней школы, необходимо учитывать не только те требования, которые уже предъявляет жизнь к нынешним строителям коммунизма, но и требования, которые бу​дут предъявлены к поколению современных школьников в их пред​стоящей деятельности через два-три десятилетия.
Эти перспективные требования отражают то новое, что подготов​лено для общества развитием научных знаний и их приложений. Однако, учитывая в должной мере возникающие вновь и вновь тре​бования, школьный курс математики не может претерпевать непре​рывных быстрых изменений. Каждое обновление школьного курса математики требует обстоятельной подготовки.
Необходимо немалое время, для того чтобы были найдены пра​вильные педагогические и психологические подходы к введению в обязательный школьный курс новых разделов, которые отражают достаточно устоявшиеся новые научные идеи и методы, представляю​щие несомненную ценность для общего образования. При этом сле​дует иметь в виду, что полезность получаемых в курсе математики знаний состоит как в том значении, которое имеют эти знания для понимания и познания закономерностей окружающего нас мира, так и в возможности их непосредственного применения при изучении других наук и в повседневной жизненной практике (там, где прихо​дится сталкиваться с вопросами меры, порядка, пространственного расположения).
Каждый изучаемый в школе предмет своими средствами обеспечи​вает выполнение поставленных перед школьным образованием общих задач. Это предъявляет к преподаванию требования, выходящие за пределы конкретного курса. Так, в школе не изучается логика как отдельный предмет. Задача логического развития учащихся и изуче​ния элементов логики возложена на естественнонаучные и гумани​тарные дисциплины.
Математика, как ни один другой, изучаемый в школе, предмет, располагает возможностью на каждом шагу обучать учащихся логике на практике. В процессе усвоения математических знаний решается задача развития у учащихся навыков проведения логических рассуж​дений и характерных для дедуктивного мышления умений находить логические следствия из данных начальных условий, способностей абстрагировать, т. е. выделять в конкретной ситуации сущность во​проса, отвлекаясь от несущественных деталей. Изучая математику, учащиеся овладевают умениями анализировать рассматриваемый вопрос, обобщать, специализировать, выделять необходимые и до​статочные условия, определять понятия, составлять суждения, на​ходить пути решения поставленной задачи. Все это формирует мыш​ление учащихся и способствует развитию их речи, особенно таких качеств выражения мысли, как порядок, точность, ясность, крат​кость, обоснованность.
Изучение математики требует от каждого ученика больших уси​лий и немалого времени. Полученные при этом навыки учебного тру​да позволяют выпускникам школы в их дальнейшем жизненном пути эффективно овладевать навыками выполнения других видов труда и с должным пониманием относиться к тому, что хорошее выполнение любой работы требует значительных усилий и ответственности.
При правильно поставленном обучении у учащихся развиваются наблюдательность, внимание и сосредоточенность, инициатива и на​стойчивость, понимание важности коллективного труда и уважение к труду своих товарищей. Все это имеет большое значение для нрав​ственного воспитания учащихся, формирования их характера.
Изучение математики дает учащимся правильное диалектико- материалистическое понимание вопросов происхождения и развития математических понятий и методов. Учащиеся получают представле​ние о месте математики в системе наук и ее роли в современном об​ществе,   в развитии науки, техники, производства.
Привлекаемые в процессе обучения факты из истории математики и из современной жизни в доступной для учащихся форме позволяют раскрыть материалистическую основу происхождения научных зна​ний, на ярких примерах показать познаваемость явлений окружаю​щего мира. Тем самым изучение математики содействует пониманию закономерностей мира, развивает интерес учащихся к приобретению научного взгляда на процессы развития природы и общественной жизни, подготавливает к сознательному овладению мировоззренче​скими вопросами при изучении обществоведения и вносит свой вклад в формирование. марксистско-ленинского мировоззрения уча​щихся.
Развитие общественных отношений, науки и производства оказы​вает непосредственное воздействие как на содержание предмета, так и на цели изучения математики.
Например, только в социалистическом обществе поставлена и ре​шается задача всестороннего развития личности в процессе школьного обучения. Во всех капиталистических странах цели обучения матема​тике для подавляющего большинства учащихся получают узкопраг​матическую трактовку и открыто сводятся только к выработке навы​ков, обеспечивающих подготовку молодежи к профессиональному труду.
Выпускники средних школ социалистических стран приобретают знания, достаточные для поступления в высшую школу, для самообра​зования в избранном направлении.
В капиталистических странах проводимые реформы математиче​ского образования все в большей мере ведут к сокращению возмож​ностей для детей трудовых слоев населения получать полноценное среднее образование, дающее право и возможности для поступления в высшую школу.
Одна из характерных особенностей современного преподавания математики состоит в том, что в общем образовании большое внимание уделяется развитию мышления, речи, языка учащихся, методике вве​дения новых понятий. Развитие понятийного мышления имеет самое непосредственное отношение к общему развитию и формированию на​учного мировоззрения, атеистическому воспитанию учащихся. В этой связи в преподавании математики возникает ряд дискуссионных мето​дических вопросов.
Например, некоторые психологические исследования говорят о том, что наиболее эффективной является такая методика изучения новых математических понятий, при которой они вводятся в обуче​ние достаточно рано и на наиболее высокой, но доступной для уча​щихся ступени обобщений. Эта методика оправдала себя в проведен​ных экспериментах. Однако опыт реализации этих положений в мас​совой школе (например, при введении общего понятия функции в шестых классах) не дал ожидаемых результатов и вызвал серьезную критику со стороны ряда специалистов.
Вопрос о том, когда, на каком этапе обучения и к а к следует в школе переходить к таким обобщениям, остается пока открытым. Проблема сочетания в школьном обучении математике задач развития интуиции учащихся с привитием навыков дедуктивного мышления является предметом не только оживленных обсуждений, но и острых разногласий.
Общематематический язык (простейшая терминология, идущая от теории множеств, математической логики, общей алгебры) находит все более широкое применение в технических, естественных, гумани​тарных науках. Нужен он и для самого школьного курса математики. Однако вопрос о том, где, на каком материале и в каком объеме сле​дует вводить этот язык в школу, выявил крайне различные точки зрения.
Причины возникающих разногласий основаны на том, что не всег​да ясно, получают ли учащиеся при изучении того или иного вопроса действительные знания или, пользуясь широкими возможностями детской памяти, идут по пути простого заучивания. В обучении ма​тематике всегда необходимо иметь в виду, что действительно ценные знания составляются не из того, что ученик заучил, а из того, что сознательно усвоил и чем умеет пользоваться.
Наличие дискуссионных, ждущих своего решения вопросов вы​звано многообразием запросов практики и возможностью различных методических подходов к их решению.
Такие дискуссии закономерны и отражают высокую заинтересо​ванность всего общества в проблемах школьного образования. Ак​тивным участником таких обсуждений призван быть и учитель мате​матики, доказывающий своей практикой правомерность или преиму​щества той или иной точки зрения.
В своей практической работе с учащимися поставленной цели ма​тематического образования успешно достигает каждый учитель, обла​дающий высокой математической культурой, педагогическим тактом, умеющий развить интерес учащихся к математике и раскрыть уча​щимся при изучении школьного предмета перспективы, показать ма​тематику как науку с широкими применениями во многих областях человеческой деятельности. Поэтому для студента важно, овладевая основами будущей профессии, дополнять хорошее знание математики, педагогических и общественных дисциплин приобретением навыков исследовательской работы, умения наблюдать, ставить методические эксперименты и делать из них выводы, позволяющие объективно оценивать результаты преподавания. Такие навыки необходимы для творческого подхода учителя к своей педагогической деятельности, для постоянного поиска путей ее совершенствования.
§ 3. СОДЕРЖАНИЕ ШКОЛЬНОГО КУРСА МАТЕМАТИКИ
Школьным учебным планом на изучение математики с I по X класс отводится около 2000 учебных часов
. Кроме того, дополнительные часы на изучение математики предусматриваются в системе факуль​тативных курсов (VII—X классы)
.
Нормативным, обязательным для выполнения документом, опреде​ляющим основное содержание школьного курса математики, объем подлежащих усвоению учащимися каждого класса знаний, приобре​таемых умений и навыков, является учебная программа по математи​ке.
Учебная программа советской школы основывается на принципах соответствия программы основным целям школы, обеспечивает пре​емственность получаемой учащимися подготовки в I—III классах (начальная школа), IV—VIII классах (восьмилетняя школа), IX—X классах (средняя школа).
Учащиеся, которые после окончания восьмилетней школы будут завершать среднее образование в системе профессионально-техничес​ких училищ, в средних специальных учебных заведениях, в вечерних (заочных) школах, должны получить математическую подготовку в том же объеме, что и учащиеся, оканчивающие среднюю общеобразо​вательную школу. Таким образом, все учащиеся, получившие среднее образование, приобретают равную возможность для продолжения образования.
Предусмотренное программой содержание школьного математиче​ского образования, несмотря на происходящие в нем изменения, в те​чение достаточно длительного времени сохраняет свое основное ядро. Такая устойчивость основного содержания программы объясняется тем, что математика, приобретая в своем развитии много нового, сохраняет и все ранее накопленные научные знания, не отбрасывая их как устаревшие и ставшие ненужными.
«Ядро» современной программы по математике составляют:
1.   Числовые системы.
2.   Величины.
3.   Уравнения и неравенства.
4.   Тождественные  преобразования   математических   выражений.
5.   Координаты.
6.   Функции.
7. Геометрические фигуры и их свойства. Измерение геометри​ческих величин. Геометрические преобразования.
8.   Векторы.
9.   Начала математического анализа.
10. Основы информатики и вычислительной техники.
Каждый из вошедших в это «ядро» разделов имеет свою историю развития как предмет изучения в средней школе. На каком возраст​ном этапе, в каких классах, с какой глубиной и при каком числе часов изучаются эти разделы, определяет программа по математике для средней школы
. Вопросы их изучения будут подробно рассматри​ваться в специальной методике преподавания математики. Сейчас ограничимся отдельными краткими пояснениями.
Раздел «Числовые системы» изучается на протяжении всех лет обучения. В школьную программу вопросы числовых систем входили уже в далеком прошлом. Но с течением времени происходило значи​тельное снижение возраста, в котором учащиеся изучали включаемые в программу темы, возрастала глубина их изложения. В настоящее время изыскиваются возможности включения в программу заключи​тельной темы этого раздела - «Комплексные числа».
Изучение величин в программах и учебниках по математике не вы​делено в специальный раздел. Но на протяжении всех лет обучения учащиеся выполняют действия с различными величинами при реше​нии задач, особенно задач, отражающих связи курса математики с дисциплинами естественнонаучного, технического циклов.
Изучению уравнений и неравенств посвящается значительная часть всего учебного времени. Особая значимость этой темы состоит в широком применении уравнений и неравенств в самых различных областях приложений математики. До недавнего времени системати​ческое изучение уравнений начиналось лишь с VI класса. В течение последних десятилетий знакомство с уравнениями и применение урав​нений к решению задач вошло в курс математики начальной школы и IV—V классов.
Выполнение тождественных преобразований, овладение специфи​ческим языком математики требуют от учащихся не только понима​ния, но и отработки прочных практических навыков на достаточно большом числе тренировочных упражнений. Такие упражнения, со​держание которых в каждом разделе курса обладает своими особен​ностями, выполняются учащимися всех классов.
Координаты и функции вошли в курс математики средней школы только в первой четверти XX в. Характерной особенностью совре​менного школьного курса математики являются расширение этих разделов и возрастающая роль метода координат и функций в изуче​нии других тем школьной программы.
Наибольшую остроту в обсуждении вопросов его содержания при​обрел в последние десятилетия курс геометрии. Здесь в значительно больших размерах, чем в других разделах школьного курса математи​ки,  возникли  проблемы соотношения традиционного содержания  с необходимыми новыми дополнениями. Однако при всех различиях в подходах к решению этой проблемы получило общее одобрение вклю​чение в курс геометрических преобразований.
Векторы впервые вошли в курс геометрии нашей школы только в середине 70-х годов. Большая общеобразовательная значимость этой темы, обширные практические применения обеспечили ей общее при​знание. Однако вопросы доходчивого для всех учащихся изложения этого раздела в школьных учебниках, применения векторов к решению содержательных задач находятся еще в стадии разработки и могут найти свое решение только на основе глубокого анализа и учета ре​зультатов школьного преподавания.
Элементы математического анализа вошли в программу советской общеобразовательной школы недавно. Включение в программу этих разделов вызвано их большой идейной и прикладной значимостью.
Последний из разделов — основы информатики и вычислительной техники — отражает требования, предъявляемые к современной ма​тематической подготовке молодежи в связи с широким внедрением в практику электронно-вычислительных машин.
Как отмечалось ранее, новые научные достижения, их развитие и внедрение в практику приводят к пересмотру школьного курса математики. Происходит идейное и прикладное обогащение курса. Кроме того, из содержания школьного образования исключаются менее важные разделы и на смену им приходят новые вопросы, приобретаю​щие более высокую как теоретическую, так и практическую ценность. С развитием математики и ее приложений возрастает число разделов, обоснованно ждущих своего включения в школьный курс математики. Но возможности общего среднего образования небеспредельны, они ограничены как сроком обучения, так и пределами разумной учебной нагрузки учащихся. Несмотря на то что уже сейчас стало ясным, что для всеобщего среднего образования важно иметь в курсе сред​ней школы элементы теории вероятности, статистики, что важно стро​ить школьный курс так, чтобы учащиеся были подготовлены к вос​приятию новых аспектов прикладной математики, эти назревшие вопросы оказались весьма сложными для их практической реализа​ции. Возможные формы включения ряда новых разделов в обяза​тельный курс математики средней школы пока не найдены. В связи с этим обсуждается вопрос о том, что именно из прикладных вопросов должно войти в школьное обучение в ближайшем будущем. В то же время высказывается и такое мнение, что в программу не надо вво​дить специальных разделов прикладной математики, а идти по пути включения в курс таких тщательно отобранных задач, решение кото​рых приводит к рассмотрению ситуаций, которые нужно математизи​ровать, чтобы прийти затем к математическим моделям. Таким образом, предполагается установить более тесную взаимосвязь теоретического содержания математического образования с практикой применения учащимися приобретаемых математических знаний.
Пока все эти и ряд других, важных в своем прикладном значении разделов математики изучаются в школьных факультативах, на вне​классных занятиях. Из сказанного видно, что с течением времени содержание школьного математического образования расширяется. Возникает вопрос: каким образом всевозрастающий объем школьного курса математики остается возможным изучать в примерно остающее​ся стабильным учебное время?
Как показывает история развития школьного математического образования, это становится выполнимым в результате:
1)  происходящего в изучаемом предмете процесса обобщения (ге​нерализации) входящих в него понятий, рассматриваемых фактов;
2)  все возрастающего применения математических   знаний   и   их приложений в повседневной практике, что приводит к предваритель​ному ознакомлению детей в их жизненном опыте с понятиями, подле​жащими изучению;
3)  совершенствования методов и средств обучения.
Включение в школьный курс основных разделов становится воз​можным, если каждый из перечисленных факторов учтен в должной для этого мере.
Выделенное ядро школьного курса математики составляет основу его базисной программы, в которой материал расположен не по классам, а по ступеням обучения (I—III, IV—V, VI—VIII, IX—X классы) и излагается согласно логике развития ведущих научно-методических линий.
Базисная программа обязательна для всех учебных заведений, да​ющих среднее образование, она является для них исходным докумен​том для разработки тематических программ. В тематической про​грамме для средней школы, кроме распределения учебного материала по классам, излагаются требования к знаниям, умениям и навыкам учащихся, раскрываются межпредметные связи, примерные нормы оценок. В программе подробно освещаются вопросы формирова​ния научного мировоззрения, воспитания учащихся в процессе обу​чения.
В содержании математического образования, в результатах, кото​рые должны быть получены в процессе обучения, можно выделить следующие аспекты:
I1. Совокупность необходимой для усвоения и запоминания ин​формации.
I2. Система выводимых одно из другого понятий.
II1. Совокупность приобретаемых оперативных навыков.
II2 . Система взаимосвязанных способностей.
В последние десятилетия предметом острых дискуссий стали во​просы о том, какова в современных условиях значимость каждого из этих аспектов. Не происходит ли постепенная утрата значимости ас​пектов I1 и II1 при возрастающей значимости для результатов процес​са обучения аспектов I2 и II2?
Но становится все более очевидной необходимость одинаково большого внимания к каждому из этих аспектов, причем каждый из них получает свое развитие, приобретает новые особенности.
Нарушение этого требования влечет за собой отрицательные по​следствия, и прежде всего возникновение формализма в математиче​ской   подготовке  учащихся:   приобретаемые  учащимися   знания   не становятся опорой для осознанного приобретения необходимых прак​тических навыков; получаемые практические навыки, не подкреплен​ные знаниями, быстро утрачиваются или применяются там, где это применение не является необходимым и даже не имеет смысла.

§ 4. ВОПРОСЫ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ОБРАЗОВАНИЯ 
В ОБУЧЕНИИ МАТЕМАТИКЕ
Поставленная перед советской средней общеобразовательной шко​лой задача политехнического образования решается совместными уси​лиями учителей всех предметов как в преподавании основ наук, так и на занятиях по труду, на производственной практике, в системе вне​классных занятий, общественно полезной работы учащихся.
В дисциплинах естественно-математического цикла политехниче​ский принцип обучения осуществляется как при изучении явлений и законов природы, так и в ознакомлении учащихся с путями и форма​ми применения этих законов в современном промышленном и сельско​хозяйственном производстве. Осведомленность учащихся в научных основах современного производства создает базу для их последующей профессии, профессионально-технической подготовки.
Выполнение задачи политехнического образования предъявляет к изучению каждого из естественно-математических предметов сле​дующие  требования
:
«Достаточно широкий и педагогически оправданный показ возмож​ностей и форм использования законов природы для нужд человеческой практики и производства.
Выбор такой последовательности и формы изложения учебного ма​териала в каждом предмете, которые могут иметь наибольшую широту и возможности применения во всех областях человеческой деятель​ности.
Выбор методов обучения, максимально стимулирующих познава​тельную активность учащихся (методы обучения должны оцениваться по тому, как они вырабатывают у школьников умение соединять тео​ретические знания с практической деятельностью).
Оптимальный объем практических занятий.
Ознакомление учащихся на практике с простейшими приборами и инструментами и развитие начальных навыков работы с ними.
Согласованное с основным учебным материалом ознакомление уча​щихся с техникой и технологией производства ближайшего окруже​ния школы и тех производств, на которых проходит их трудовая дея​тельность».
Изложенные требования показывают, что они относятся как к со​держанию программы и учебников по каждому предмету, методам обучения, так и к организации всей учебно-воспитательной работы школы.   В  их  реализации  решающая  роль  принадлежит учителю.
Успех дела зависит от его осведомленности обо всем новом, что дает наука для современного производства, и педагогически продуманной системы внедрения предъявляемых общих требований в практику своей повседневной работы с учащимися.
Возрастающая роль науки в развитии современного производства оказывает постоянное воздействие на совершенствование политех​нического образования. В содержании политехнической подготовки повышается объем общеобразовательных знаний, все большее значе​ние приобретают межпредметные связи. Широкое проникновение ма​тематики в научное естествознание и производство вызывает необхо​димость более обстоятельного ознакомления учащихся с ее основны​ми прикладными направлениями.
Важный для учителя математики материал по ознакомлению уча​щихся с прикладными аспектами математики приводится в книге А. Н. Тихонова и Д. П. Костомарова
.
Приведем перечень указанных ими основных направлений:
1. Математические модели. 2. Вычислительные алгоритмы. 3. Эле​ктронно-вычислительные машины. 4. Численные методы решения уравнений. 5. Задачи оптимизации. 6. Линейное программирование. 7. Определенный интеграл. Численное интегрирование. 8. Дифферен​циальные уравнения.
Из этого перечня видно, что в математических знаниях, которыми овладевают учащиеся, в применении знаний должен получать свое отражение характерный для нашего времени процесс математизации техники, экономики, внедрения электронно-вычислительных машин, открывающий новые возможности совершенствования производства, управления, повышения производительности труда.
В доступной для учащихся форме эти направления находят свое отражение при прохождении ряда разделов школьной программы, особенно при решении уравнений и задач, изучении функций.
Разумеется, не все из названных вопросов могут быть обстоятель​но рассмотрены (или упомянуты) на общеобязательных учебных за​нятиях. Но в системе школьных факультативов, на внеклассных за​нятиях, в школах и классах с математической специализацией при​кладная математика изучается с большей полнотой.
Приобретаемая учащимися при изучении математики и других предметов политехническая подготовка служит основой для проведе​ния с ними профориентационной работы и работы по подготовке к предстоящей трудовой деятельности.
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Глава II
ПРИНЦИПЫ СОВЕТСКОЙ ДИДАКТИКИ 
В ОБУЧЕНИИ МАТЕМАТИКЕ
Обучение математике, как и любому учебному предмету, может стать эффективным средством формирования личности, достичь непо​средственной цели — прочного и сознательного усвоения ее содержа​ния - лишь в случае, если в основу обучения будут положены опреде​ленные положения, вытекающие из основных закономерностей дидактики, подтвержденные опытом преподавания. Система таких поло​жений, специально ориентированная на особенности математики как учебного предмета, и составляет основное содержание этой главы. В ней описываются наиболее важные принципы, характеризующие подход к обучению математике в советской школе,- принцип ком​мунистического воспитания, принцип научности, принцип сознатель​ности обучения, принцип систематичности и др. Владение этими прин​ципами необходимо будущему учителю для того, чтобы правильно организовать свой труд, грамотно, квалифицированно анализировать различные учебные пособия, которыми ему придется пользоваться в своей работе.

§ 1. ПРИНЦИПЫ ОБУЧЕНИЯ КАК КАТЕГОРИИ ДИДАКТИКИ
Процесс обучения, являясь составной частью целостного педаго​гического процесса, в советской школе направлен на формирование всесторонне и гармонически развитой личности.
Обобщенный опыт обучения школьников основам науки показы​вает, что для обеспечения единого подхода к учащимся, к выбору средств и методов учебной работы учитель должен придерживаться положений, носящих в определенном смысле универсальный ха​рактер.
В связи с этим в советской дидактике разработаны принципы, которые рассматриваются как важнейшие требования к организации процесса обучения, его содержанию, формам и методам. Эти единые требования получили название дидактических принципов или прин​ципов обучения. Организация процесса обучения в соответствии с ди​дактическими принципами позволяет построить его на научной ос​нове.
Вместе с тем следует иметь в виду, что дидактические принципы, выражая определенные закономерности обучения и передовой опыт учебно-воспитательной деятельности школы, не являются раз и на​всегда установленными. Они постоянно углубляются и видоизменяются в соответствии с теми задачами, которые ставит перед школой обще​ство.
Таким образом, дидактические принципы- это основные направ​ляющие положения, возникающие в результате анализа научно-педа​гогических закономерностей и практического педагогического опыта. Они являются главным ориентиром в педагогической работе учителя.
Известные советские дидакты М. А. Данилов, И. Я. Лернер, М. Н. Скаткин в своих исследованиях показали, что принципы обу​чения, являясь категориями дидактики, характеризуют способы ис​пользования законов и закономерностей обучения в соответствии с це​лями воспитания и образования.
Дидактические принципы — это принципы деятельности, представ​ляющие собой наиболее общее нормативное знание о том, как надо строить, осуществлять и совершенствовать обучение и воспитание. Закономерности этой деятельности являются теоретической основой для выработки норм учебно-воспитательной работы учителя. Однако сами по себе они не содержат конкретных указаний для такой деятель​ности. Эти указания дают принципы. Таким образом, принципы обу​чения взаимообусловлены его закономерностями. Например, принцип проблемности в обучении вытекает из закономерности, установленной С. Л. Рубинштейном, состоящей в том, что мышление возникает из проблемной ситуации и направлено на ее разрешение.
Однако, кроме законов и закономерностей обучения в становле​нии принципов, учитываются и другие факторы, а именно: 1) цели, которые ставит общество перед обучением и воспитанием; 2) конкрет​ные условия, в которых осуществляется учебный процесс; 3) психоло​гические характеристики процесса учения; 4) существующие способы конструирования учебных и воспитательных ситуаций.
Здесь следует заметить, что если речь идет не о дидактическом, а о методическом принципе, то в этом случае должна учитываться специфика конкретного учебного предмета и его функции в общем об​разовании.
Например, А. А. Столяр предлагает систему дидактических прин​ципов дополнить двумя принципами, характерными для обучения математике:
1)  школьный курс математики должен отражать фундаментальные идеи и логику современной математики (в соответствии с уровнем мы​слительной деятельности учащихся);
2)  процесс обучения математике должен строиться подобно про​цессу исследования    в математике, он должен имитировать процесс творческого поиска в математике (в определенной мере, в какой это Допускает уровень мыслительной деятельности учащихся).
Первый принцип относится к построению содержания обучения математике и в определенной степени конкретизируетдидактический принцип научности. Второй принцип относится к построению процес​са обучения и конкретизирует дидактический принцип проблемности обучения.
В методической литературе по математике общепризнанной являет​ся следующая система дидактических принципов:
1.  Принцип коммунистического   воспитания    в   обучении   мате​матике.
2.  Принцип научности в обучении математике.
3.  Принцип  сознательности,   активности  и  самостоятельности  в обучении математике.
4.  Принцип  систематичности   и  последовательности   в обучении математике.
5.  Принцип доступности в обучении математике.
6.  Принцип наглядности в обучении математике.
7.  Принцип индивидуального подхода к учащимся в обучении ма​тематике.
8.  Принцип прочности знаний в обучении математике.
§ 2. ПРИНЦИП КОММУНИСТИЧЕСКОГО ВОСПИТАНИЯ
Общей целью коммунистического воспитания в советской школе является подготовка всесторонне развитых людей, способных по​строить и защитить коммунистическое общество.
Всестороннее развитие личности предполагает идейно-политиче​ское, умственное и нравственное развитие, политехническое образо​вание и профессиональную подготовку, богатую духовную жизнь, физическое и эстетическое развитие.
Реализация общей цели коммунистического воспитания требует поэтому решения более частных задач, которые рассматриваются в качестве составных частей или сторон коммунистического воспита​ния. Составными частями коммунистического воспитания являются идейно-политическое, трудовое, нравственное, умственное, эстетиче​ское и физическое воспитание.
Выделение составных частей коммунистического воспитания опи​рается на объективные требования социалистического общества в раз​витии определенных свойств (качеств) личности. Так как свойства личности формируются не изолированно друг от друга, то и стороны воспитания, находясь во всеобщей взаимосвязи, способствуют форми​рованию целостной личности. Поэтому такие качества целостной личности, как знание, умение, убеждение, поведение и др., могут быть составной частью каждой из указанных выше сторон воспи​тания.
Но коммунистическое воспитание в процессе обучения вообще и математике в частности как принцип обучения имеет и свою содержа​тельную направленность. Содержательная направленность всех сто​рон воспитания в обучении определяется формированием коммунисти​ческого мировоззрения и морали.
Формирование коммунистического мировоззрения и морали — центральная  задача  коммунистического воспитания.
Под мировоззрением понимается система философских, научных, политических, нравственных и эстетических представлений и убежде​ний человека, которая отражает понимание человеком окружающей его природной и социальной среды, его отношение к ней и определяет общую направленность всей его деятельности.
Коммунистическим мировоззрением является марксизм-ленинизм, представляющий собой единственно научное мировоззрение. Марксизм-ленинизм дает материалистическое истолкование законов развития природы и общества, используя диалектический метод познания, который лежит в основе формирования научных, этических и эстети​ческих взглядов и представлений человека.
Человек развитого социалистического общества — это человек, вооруженный марксистско-ленинским мировоззрением.
Мораль — это совокупность норм, принципов и правил, регули​рующих поведение людей во всех сферах общественной жизни. Ком​мунистическая мораль неразрывно связана с марксистской идеологи​ей и научно-материалистическим мировоззрением.
Воспитание коммунистического мировоззрения и морали способ​ствует формированию характера каждого школьника. Чтобы учащий​ся мог действовать в соответствии с принципами коммунистического мировоззрения и морали, он должен сформировать у себя такие черты характера, как принципиальность, сила воли, скромность, честность по отношению к самому себе и другим людям.
Мировоззрение, базирующееся на научном знании и практическом жизненном опыте, связывает в единое целое эти свойства личности. Отсюда вытекают возможность и необходимость передачи всем людям знаний о закономерностях развития природы, общества и человече​ского мышления, чтобы они могли сознательно осуществлять деятель​ность, направленную на построение коммунистического общества.
Итак, принцип коммунистического воспитания подрастающего поколения имеет своей целью воспитание в процессе обучения всесто​ронне развитой личности на основе формирования коммунистического мировоззрения и морали.
Следовательно, в формировании коммунистических убеждений возрастает роль процесса усвоения знаний. В связи с этим в препо​давании математики (как и каждого учебного предмета) необходимо повышать активность учащихся и возбуждать у них интерес к вопро​сам, имеющим мировоззренческое значение. Важную роль в этом при​обретает освещение в преподавании математики (также других пред​метов) новых идей современной науки.
Повышение идейного уровня преподавания математики может быть достигнуто глубокой, содержательной связью математики с жизнью, с производством, с производительным трудом учащихся. Воспитанию У учащихся диалектико-материалистического мировоззрения на уро​ках математики способствуют сведения из истории развития матема​тики, научное объяснение учителем закономерностей развития при​роды, общества и мышления. Чтобы в обучении (в частности, мате​матике) реализовывался принцип коммунистического воспитания, учителю необходимо руководствоваться принципами научности, со​знательности, активности и самостоятельности, стимулирования и мотивации положительного отношения школьников к учению и т. п.

§ 3. ПРИНЦИП НАУЧНОСТИ
Требование научности содержания образования было выдвинуто в советской педагогической литературе еще в работах Н. К. Крупской (см.: «О работе над новым учебником для новой программы»).
Статус дидактического принципа требование научности в обуче​нии приобрело с 1950 г., когда оно было сформулировано и обосно​вано М. Н. Скаткиным. Было показано, что воспитание человека ком​мунистического общества непосредственно связано с требованием научности содержания школьного образования.
В дальнейшем Л. Я- Зорина показала, что под научностью содер​жания образования следует понимать такую его качественную харак​теристику, которая удовлетворяет трем признакам:
а)  соответствие   содержания   образования   уровню   современной науки;
б)  создание у учащихся верных представлений об общих методах научного познания;
в)  показ важнейших закономерностей процесса познания.
Эти условия взаимосвязаны между собой, ибо реализация каждого из последующих обусловлена выполнением предыдущих. Каждое предыдущее условие является необходимой базой для реализации последующего.
Первое условие говорит о том, что в соответствии с принципом научности образовательный материал, составляющий содержание школьного обучения, должен в определенной мере соответствовать уровню современной науки. Это требование принципа научности было с достаточной полнотой реализовано в процессе проведенной в по​следние годы модернизации обучения математике в школе.
Второе условие говорит о том, что принцип научности требует также знания общих методов научного познания. Но это лишь необ​ходимое условие научности знаний. Оно недостаточно для создания у учащихся представлений о процессе познания.
Одним из наиболее эффективных методов научного познания дей​ствительности в математике является построение математических мо​делей  изучаемых явлений.
Метод моделирования широко применяется сейчас в самых разно​образных областях знаний. Поэтому второе требование принципа на​учности естественным образом выдвигает на первый план обучение школьников доступным для них способам математического моделиро​вания.
Третье условие указывает на то, что принцип научности требует формирования у учащихся представлений о процессе познания и его закономерностях.
В обучении математике у учителя имеется много возможностей показать учащимся закономерности процесса познания. Эти вопросы будут предметом специального рассмотрения в последующих главах.
Именно поэтому в процессе обучения основам наук в школе шире должны внедряться проблемное обучение и разнообразные исследо​вательские   приемы.   В   процессе   реализации   принципа   научности учитель должен соблюдать также принцип доступности, чтобы содер​жание, формы и методы обучения учитывали реальные возможности учащихся. При этом необходимо учитывать и то, что принцип до​ступности предполагает обучение на достаточно высоком уровне трудности. Однако это можно достигнуть лишь при наилучшем соче​тании индивидуальных и коллективных форм познавательной дея​тельности школьников в обучении.
§ 4. ПРИНЦИП СОЗНАТЕЛЬНОСТИ, АКТИВНОСТИ И САМОСТОЯТЕЛЬНОСТИ
Данный принцип заключается в целенаправленном активном вос​приятии изучаемых явлений, их осмыслении, творческой перера​ботке и применении. Он вытекает из целей и задач советской средней школы, призванной готовить активных и сознательных строителей коммунистического общества, а также из особенностей процесса обу​чения, требующего осмысленного и творческого подхода к изучаемому материалу.
Реализация принципа сознательности, активности и самостоятель​ности в обучении предполагает выполнение следующих  условий:
а)  соответствие  познавательной  деятельности   учащихся   законо​мерностям процесса учения;
б)  познавательная активность учащихся в процессе учения;
в)  осознание школьниками процесса учения;
г)  владение учащимися методами умственной работы в   процессе познания «нового».
Остановимся кратко на сущности этой совокупности условий. Учебное познание есть учение, т. е. деятельность учащихся по усвое​нию новых знаний и способов деятельности. Следовательно, говоря об усвоении, мы имеем в виду познавательную деятельность учащихся (процесс учения), но всегда в единстве с руководящей, обучающей ролью учителя и содержанием учебного материала с учетом его струк​туры.
Отсюда следует, что сущность процесса обучения в целом и его составной части — учения (усвоения) заключается в том, что этот процесс вытекает из общего хода процесса познания и его законо​мерностей. В соответствии с ним дидактика выделяет в процессе ус​воения диалектически взаимосвязанные этапы познавательной дея​тельности учащихся: восприятие — осмысление — закрепление — применение.
Если в процессе познания нового учащиеся будут совершать умст​венные и практические действия в соответствии с выделенными этапа​ми процесса учения, включающими в себя действия по восприятию изу​чаемого материала, его осмыслению (пониманию), закреплению и при​менению, то можно утверждать, что в обучении созданы условия для активизации познавательной деятельности учащихся и осознания ими процесса учения.
Здесь следует обратить внимание на три обстоятельства. Во-пер​вых, процесс познавательной деятельности в каждом отдельном  случае не обязательно проходит по всем этапам учебного познания и в указанной последовательности. Например, при дедуктивном рас​суждении учащимся нет необходимости проходить этап восприятия изучаемых явлений и формирования соответствующих представлений. Так, при усвоении нового знания о том, что всякое сечение шара плоскостью есть круг, учащимся предлагается конкретный факт — данная плоскость пересекает шар — и общее правило относительно всех плоскостей, пересекающих шар, — всякое сечение шара плос​костью есть круг. Применив это общее правило к конкретному фак​ту, учащиеся приходят к одному и тому же выводу: «Следовательно, данное сечение есть круг».
Во-вторых, выделенные выше четыре условия реализации принци​па сознательности, активности и самостоятельности не являются не​зависимыми. Выполнение первого условия означает выполнение остальных. Однако выделение такой совокупности условий раскры​вает дидактический механизм действия самого принципа, что важно и необходимо знать учителю.
В-третьих, чтобы в обучении было установлено соответствие по​знавательной деятельности учащихся закономерностям процесса уче​ния (первое условие), необходима целенаправленная деятельность учителя по формированию у учащихся ответственного отношения к приобретению и усвоению знаний, их осмысливанию и практическому применению. Только в результате такой управляющей деятельности учителя можно говорить о реализации принципа сознательности, активности и самостоятельности учащихся в обучении.
Сознательность понимается в дидактике как овладение учащимися данными науки, учебным материалом, глубокое осмысление его, умение пользоваться знаниями на практике в новых условиях, пре​вращение знаний в убеждения, в руководство к действию.
В процессе сознательного усвоения знаний формируется творчес​кое отношение к изучению и применению знаний, логическое мышле​ние учащихся и их мировоззрение.
Сознательное усвоение знаний исключает догматическое, при ко​тором учащиеся принимают на веру преподносимые учителем знания. Результатом догматического усвоения является формализм знаний. Основными признаками формализма знаний являются отсутствие кон​кретных представлений об изучаемых явлениях; запоминание без понимания, без умения творчески применять знания на практике; безынициативность; отсутствие высоких общественных идеалов, глу​боких убеждений и готовности бороться за них.
Конкретно в обучении математике формализм в знаниях особен​но часто проявляется в том, что учащиеся безошибочно дают форму​лировку определения того или иного понятия, но не могут им восполь​зоваться при решении задач, доказательстве теорем.
В теории обучения выявлены признаки осознанности знаний, ко​торыми может руководствоваться учитель в процессе обучения. К ним относится следующая совокупность признаков:
а) понимание учащимися характера связей между знаниями (рядоположности и соподчиненности, степени их существенности);
б)  понимание механизма становления и проявления связей;
в)  умение обосновывать знания;
г)  понимание способов получения знаний и сферы их применения. Сознательное обучение обязательно предполагает   активную дея​тельность учащихся в этом процессе.
Активность есть деятельное состояние учащегося, которое ха​рактеризуется стремлением к учению, умственным напряжением и проявлением волевых усилий в процессе овладения знаниями. Такую активность учащихся в обучении называют познавательной актив​ностью.
В учебном процессе активность учащихся получает свое выраже​ние не только в работе мысли, но и в практической деятельности, в общественной работе, в волевом напряжении и в эмоциональных пе​реживаниях.
Умственная активность учащихся в процессе обучения математи​ке имеет особо важное значение при формировании понятий. Поэтому учителю необходимо владеть методическими приемами, возбуждаю​щими мыслительную активность учащихся в этом процессе.
Активность учащихся в обучении проявляется в их инициативно​сти и высокой степени самостоятельности (или познавательной само​стоятельности).
Познавательная самостоятельность является высшей формой ак​тивности и сознательности учащихся в процессе учения. Поэтому осу​ществление в обучении сознательного и активного процесса учения неизбежно формирует такое важное качество личности, как познава​тельная самостоятельность, которая является важнейшей характери​стикой деятельности школьника в учебном процессе.
В теории обучения выделены признаки познавательной самостоя​тельности учащихся. К ним относятся стремление и умение самостоя​тельно мыслить; способность ориентироваться в новой ситуации, найти свой подход к решению новой задачи; желание понять не толь​ко усваиваемые знания, но и способы их добывания; критический под​ход к суждению других; независимость собственных суждений.
Большое значение в плане формирования познавательной актив​ности и самостоятельности учащихся имеют самостоятельные работы. Самостоятельные работы являются формой совместной единой дея​тельности учителя и учащихся. Выполняя самостоятельную работу, учащиеся активно оперируют приобретенными знаниями, умениями "и навыками, совершают поисковую деятельность. Поэтому в этой само​стоятельной деятельности учащегося укрепляются и взаимообуслов​ливаются его познавательная активность и самостоятельность, а такая деятельность отличается высоким уровнем сознательности.
Если в результате обучения учащиеся приобрели такое качество личности, как познавательная самостоятельность, то можно утвер​ждать, что на всех этапах учебного познания реализовывался дидак​тический принцип сознательности, активности и самостоятельности в обучении.
§ 5. ПРИНЦИП СИСТЕМАТИЧНОСТИ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
Нельзя овладеть наукой, не изучая ее в определенной системе. В такой же мере нельзя успешно развивать познавательные и твор​ческие способности учащихся без строго продуманной системы их обучения  и воспитания.
«Принцип систематичности и последовательности в обучении обу​словливается и логикой самих наук, изучаемых в школе, и особен​ностями познавательной и практической деятельности учащихся, протекающей в соответствии с закономерностями их умственного и физического развития. Принцип систематичности и последовательно​сти в обучении лежит в основе построения учебных программ, опре​деляет систему работы учителя и деятельность учащихся в процессе обучения» [14, с. 73].
Принцип систематичности и последовательности в обучении про​водится во всей системе учебной работы. Излагать знания системати​чески — это значит при изучении нового опираться на ранее прой​денное, выделять в нем главное, вскрывать общую идею, формировать у учащихся умение анализировать, систематизировать и обобщать изучаемые явления и факты.
Важное значение принцип систематичности и последовательности приобретает в выработке у учащихся умений и навыков самостоя​тельной работы с книгой, в воспитании у них навыков организован​ности и последовательности в приобретении знаний.
Систематичность в обучении математике предполагает соблюдение определенной последовательности в изучении учебного материала и постепенное овладение основными понятиями школьного курса мате​матики.
Принцип систематичности ориентирует учителя на достижение системности знаний в сознании учащихся путем установления тесней​шей связи между элементами изучаемого материала, раскрытия един​ства элемента и структуры, части и целого. Следовательно, смысл принципа систематичности заключается в том, что учащиеся осознают приобретенные знания как элементы целостной, единой системы.
Сказанное позволяет утверждать, что научность обучения немыс​лима без систематичности, а с систематичностью тесно связан вопрос о преемственности в обучении. Ее характеризует опора на пройденное, дальнейшее развитие имеющихся у учащихся знаний, умений и на​выков, установление связей между новыми и ранее приобретенными знаниями. В результате этого знания становятся прочными и глубо​кими.
Систематичность имеет место и в организационных приемах рабо​ты учителя — в системе его требований к учащимся. Систематичность должна быть также в учебной деятельности учащихся — в системе методов работы над каждым учебным предметом, в последовательно​сти выполнения домашних заданий и т. п.
Последовательность в обучении математике означает, что обуче​ние осуществляется в соответствии с правилами обучения: а) от про​стого к сложному;   б) от легкого к трудному; в) от известного к неизвестному; г) от представлений к понятиям; д) от знания к умению, а от него к навыку.
Учитель реализует этот принцип, если обучение математике пред​ставляет собой цепочку последовательных шагов, каждый из которых последовательно дополняет известные учащимся знания, умения и навыки разумной дозой новых знаний, умений и навыков.
В заключение отметим, что успешная реализация принципа си​стематичности и последовательности в обучении во многом зависит от того, какое значение придается учителем межпредметным связям в обучении, как скоординированы требования к учащимся между пре​подавателями различных учебных предметов, соблюдается ли преем​ственность в изучении отдельных тем и учебных предметов. При этом важное значение приобретает преемственность обучения в младших, средних и старших классах.
§ 6. ПРИНЦИП ДОСТУПНОСТИ
Принцип доступности в обучении вытекает из требований учета возрастных особенностей учащихся. Он лежит в основе составления учебных планов и программ.
Принцип доступности требует, чтобы объем и содержание учебно​го материала были по силам учащимся, соответствовали уровню их умственного развития и имеющемуся запасу знаний, умений и навыков.
Доступность не следует понимать как учение без трудностей. Она не исключает приучение учащихся к преодолению трудностей в учебной деятельности. Это понятно, так как учебная работа требует определенных усилий учащихся в достижении поставленных целей. Суть вопроса заключается не в том, чтобы обходить трудности, а в том, чтобы эти трудности не подрывали, а развивали силы ученика и способствовали повышению результатов учебных занятий.
Реализация принципа доступности предполагает выполнение сле​дующих условий — дидактических правил: а) следовать в обучении от простого к сложному; б) от легкого к трудному; в) от известного к  неизвестному.
Отсюда следует, что строгое соблюдение в обучении принципа си​стематичности и последовательности предопределяет успешную реали​зацию принципа доступности.
Следовать в обучении от простого к сложному означает, что изуче​ние учащимися фактов, явлений, закономерностей, понятий и т. п. должно начинаться с наиболее простых, с тем чтобы подготовить их к пониманию более сложных. Это положение касается как теоретиче​ского, так и практического учебного материала.
Принцип доступности в обучении привлекает к себе особое вни​мание также в связи с проблемой индивидуального подхода к уча​щимся в условиях массового обучения.

§ 7. ПРИНЦИП НАГЛЯДНОСТИ
Теоретическое обоснование принципу наглядности впервые было дано чешским педагогом Я- А. Коменским, который выдвинул требо​вание учить людей познавать самые вещи, а не только чужие свиде​тельства о них.
Русский педагог К- Д- Ушинский указывал, что наглядность от​вечает психологическим особенностям детей, мыслящих «формами, звуками, красками, ощущениями». Наглядное обучение, по словам К- Д. Ушинского, «строится не на отвлеченных представлениях и словах, а на конкретных образах, непосредственно воспринятых ре​бенком». Наглядность обогащает круг представлений ребенка, делает обучение более доступным, конкретным и интересным, развивает на​блюдательность и мышление.
Принцип наглядности вытекает из сущности процесса восприятия, осмысления и обобщения учащимися изучаемого материала. Он озна​чает, что в обучении необходимо, следуя логике процесса усвоения знаний, на каждом этапе обучения найти его исходное начало в фак​тах и наблюдениях единичного или в аксиомах, научных понятиях и теориях, после чего определить закономерный переход от восприятия единичного, конкретного предмета к общему, абстрактному или, на​оборот, от общего, абстрактного к единичному, конкретному.
Таким образом, советская дидактика исходит из единства чувст​венного и логического, считает, что наглядность обеспечивает связь между конкретным и абстрактным, содействует развитию абстракт​ного мышления, во многих случаях служит его опорой. Однако ха​рактер и степень использования наглядности различны на разных этапах обучения. Излишнее увлечение наглядностью в обучении может привести к нежелательным результатам. Конкретная нагляд​ность (например, рассмотрение моделей геометрических тел) должна постепенно уступать место абстрактной наглядности (рассмотрению плоских чертежей).
Говоря о значении принципа наглядности и о его роли в процессе учебного познания, дидактика утверждает, что наглядность является исходным моментом обучения главным образом в младших классах. По мере движения учащихся к старшим классам учитель постепенно должен находить в обучении историко-индуктивный путь пополне​ния знаний: постановка проблемы, история ее решения и современное состояние, затем практические или лабораторные работы. Здесь на​глядность получает свою реализацию дважды: как иллюстрация истории открытия и как способ раскрытия современного решения проблемы.
Однако исторический подход занимает много времени и не всегда необходим. Поэтому исходным началом могут быть теоретические положения, аксиомы, системы понятий, усвоенные учащимися на предшествующих этапах обучения. В этом случае наглядность ис​пользуется лишь для иллюстрации усвоенных учащимися знаний в процессе их применения к решению задач.
По характеру отражения окружающей действительности разли​чают следующие виды наглядности:
натуральная (естественная) наглядность, представляющая собой реальные предметы или процессы (объекты и явления, раздаточный материал и др.);
изобразительная наглядность (фотографии, художественные кар​тины, рисунки, учебные картины и др.) применяется, когда показ натурального предмета затруднен, а созерцание конкретного образа необходимо;
символическая наглядность (чертежи, графики, схемы, таблицы, диаграммы) по существу является своеобразным языком, а потому должна специально изучаться, чтобы стать понятной. Например, при изучении свойств функций (возрастание, убывание, максимум, минимум и др.) целесообразно их аналитическую запись переводить на язык графиков и на этой основе тренировать учащихся «читать» графики функций.
Различные виды наглядности выполняют различные функции. Одни содействуют оживлению представлений (картины, предметы жизни), другие являются опорой для отвлеченного мышления.
Наглядность применяется и как средство познания нового, и для иллюстрации мысли, и для развития наблюдательности, и для луч​шего запоминания материала. Средства наглядности используются на всех этапах процесса обучения: при объяснении нового материала учителем, при закреплении знаний, формировании умений и навы​ков, при выполнении домашних заданий, при контроле усвоения учебного материала.
Применение наглядных пособий в обучении подчинено ряду правил:
ориентировать учащихся на всестороннее восприятие предмета с помощью разных органов чувств;
обращать внимание учащихся на самые важные, существенные признаки предмета;
показать предмет (по возможности) в его развитии;
предоставить учащимся возможность проявлять максимум актив​ности и самостоятельности при рассмотрении наглядных пособий;
использовать средств наглядности ровно столько, сколько это нужно, не допускать перегрузки обучения наглядными пособиями, не превращать наглядность в самоцель.
Следовательно, умелое применение средств наглядности в обуче​нии всецело находится в руках учителя. Учитель в каждом отдельном случае должен самостоятельно решать, когда и в какой мере надо применять наглядность в процессе обучения, ибо от этого в опреде​ленной степени зависит качество знаний учащихся.
§ 8. ПРИНЦИП ИНДИВИДУАЛЬНОГО ПОДХОДА К УЧАЩИМСЯ
Повышение эффективности обучения непосредственно связано с тем, насколько полно учитываются особенности каждого учащегося. Важной индивидуальной особенностью учащихся является их спо​собность к усвоению знаний, т. е. обучаемость.

Под влиянием возрастающих требований жизни увеличивается объем и усложняется содержание знаний, подлежащих усвоению в школе. Чем глубже развивается этот процесс, тем более четко высту​пают индивидуальные различия в обучаемости школьников.
Как показали многочисленные психолого-дидактические исследо​вания, если уровнять многие факторы, влияющие на уровень усвое​ния новых знаний, а именно: обеспечить одинаковый исходный ми​нимум знаний у всех учащихся, положительное отношение их к уроку, желание как можно лучше усвоить материал, тщательно разра​ботать методику введения нового материала, то, несмотря на равен​ство этих условий, новые знания будут усвоены по-разному. Одни школьники достаточно полно усвоят новое и могут применить его в новых, но сходных с учебной обстановкой условиях, требующих са​мостоятельного развития новых знаний (высший уровень усвоения). Другие усвоят существенные стороны нового понятия или закономер​ности и сумеют применить их к решению задач, близких к тем, кото​рые разбирались в процессе объяснения нового материала (средний уровень усвоения). Наконец, будут и такие, кто вынес лишь отдель​ные, нередко несущественные стороны нового понятия или закономер​ности и не может применить их к решению даже простых задач (низ​ший уровень усвоения). При этом потребуется различное количество упражнений и различная мера помощи со стороны учителя тем уча​щимся, которых предстоит довести до высшего уровня усвоения.
В психологии обучения выявлено несколько характеристик инди​видуальных различий учащихся, связанных с понятием обучаемости. К ним относятся: а) темп усвоения или продвижения в обучении как наиболее устойчивая характеристика; б) полнота и точность анализа и синтеза и неразрывно связанных с ними обобщения и абстрагирова​ния; в) устойчивая предрасположенность школьников к тому или иному виду анализа, особенно при первичной работе над материалом; г) уровень формируемых у школьника обобщений; д) уровень вы​деления и обобщения школьниками способов оперирования знаниями; е) экономичность мышления и др.
Следует заметить, что предпоследняя (указанная здесь) сторона мыслительной деятельности позволила психологам сделать предпо​ложение о том, что не всякое усвоение знаний означает сдвиг в ум​ственном развитии учащегося. Этот сдвиг происходит тогда, когда обучение обеспечивает овладение не только содержанием знаний, но и методами, способами их приобретения, благодаря чему учащиеся могут самостоятельно приобретать новые знания.
Отмеченные выше явления, имеющие место в обучении школьни​ков, показали невозможность создать в обучении систему, равно опти​мальную для каждого учащегося. Это обстоятельство привело к не​обходимости реализации в обучении принципа индивидуального под​хода к учащимся.
Сущность принципа индивидуального подхода по существу состоит в адаптации (приспособлении) обучения либо к содержанию и уров​ню знаний, умений и навыков каждого учащегося,   либо  также   к характерным для него особенностям процесса усвоения, либо даже к некоторым устойчивым особенностям его личности.
Основным средством реализации принципа индивидуального под​хода являются индивидуальные самостоятельные работы, предназна​ченные для учащихся. Они выступают в качестве специфического ди​дактического средства организации и управления самостоятельной деятельностью учащихся на всех этапах обучения.
§ 9. ПРИНЦИП  ПРОЧНОСТИ  ЗНАНИЙ
Принцип прочности знаний обусловливается как задачами школы, так и закономерностями процесса обучения. Опираться на приобре​тенные знания, умения и навыки можно лишь в том случае, когда они усвоены твердо и длительное время удерживаются в памяти.
Прочные знания, умения и навыки необходимы как для успешного продолжения образования, так и для формирования у учащихся на​учного мировоззрения, развития их способностей, подготовки к прак​тической деятельности.
В дидактике сформулированы условия прочности знаний. К ним относятся:
активное приобретение знаний с целью сознательного их усвое​ния;
научность обучения;
создание в обучении условий для запоминания учебного мате​риала.
Содержание и сущность принципов научности и сознательности в обучении было раскрыто выше. Поэтому рассмотрим некоторые осно​вы механизма запоминания в процессе обучения.
Запоминание есть процесс памяти, в результате которого проис​ходит закрепление нового путем связывания его с ранее приобре​тенным.
Запоминание всегда избирательно: в памяти сохраняется не все, что оказывает воздействие на органы чувств индивида. От чего это зависит?
Запоминание является закономерным продуктом действия субъек​та с объектом, т. е. запоминается то, с чем человек действует. При этом успешность запоминания учебного материала определяется моти​вами, целями и способами деятельности личности.
Назовем основные условия запоминания материала в обучении:
учебный материал запоминается учащимися лучше, если он вхо​дит в содержание основной цели деятельности. Например, если целью действий учащихся является выявление свойств той или иной геомет​рической фигуры, то их запоминание будет лучшим, нежели в том случае,  когда свойства фигуры сообщаются непосредственно учителем;
учебный материал запоминается лучше, если он вызывает активную  умственную работу над ним. Поэтому материал более трудный «поминается лучше, чем легкий, так как связи между элементами трудного текста являются более содержательными; 
материал, вызывающий у учащихся интерес и эмоции, запомина​ется лучше. В этом случае важное значение приобретает мотивация учебной деятельности учащихся. Это можно, например, достигнуть за счет построения системы задач, в которой результат решения пре​дыдущей задачи необходим для решения данной. Важным мотивом деятельности является установка на то, что знания, полученные при изучении данного материала, находят широкое применение на прак​тике, в жизни;
лучшему запоминанию учащимися учебного материала способст​вует его разбиение на небольшие порции по смысловому содержанию с выделением главного, основного в каждой такой части;
лучшему запоминанию способствуют умело организованное по​вторение пройденного материала (предваряющее изучение нового, сопровождающее его изучение, итоговое и т. д.), своевременный конт​роль знаний, умений и навыков учащихся, своевременное предупреж​дение и устранение пробелов в знаниях учащихся.
Установлено, что запоминание в процессе повторения происходит более успешно, если учащиеся используют разнообразные виды мы​слительной деятельности (обобщают, сравнивают, анализируют, син​тезируют и т. д.), если повторение организуется так, что оно преду​преждает забывание ранее усвоенного.
Учитывая специфику математики, изучаемой в школе, необходимо иметь в виду, что строгие математические формулировки (определе​ний, теорем) должны быть итогом изучения соответствующих объек​тов, свойств, отношений на интуитивном уровне. Такой методический подход облегчает запоминание формулировок математических предло​жений.
Следует заметить, что в реализации принципа прочности важное значение имеет самостоятельная работа учащихся.
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Глава III
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ,
 ПРЕДЛОЖЕНИЯ И ДОКАЗАТЕЛЬСТВА
Школьная математика включает начальные фрагменты различных математических теорий (арифметики, алгебры, геометрии, математи​ческого анализа) в содержательном (неформальном) изложении. В обучении математике на любом уровне мы имеем дело с понятиями, предложениями и доказательствами, и усвоение математических зна​ний сводится, в конце концов, к усвоению определенной системы поня​тий, предложений и доказательств последних. К тому же задача обучения состоит не только в усвоении учащимися теоретических знаний, но и в привитии им умений и навыков применять эти знания, не только в усвоении определенных доказательств, но и в приобрете​нии умения рассуждать, доказывать.
Отличительная черта математики состоит в том, что в ней исполь​зуется символический язык как рабочий аппарат. В школьном обу​чении мы применяем, как правило, словесно-символический язык, включающий элементы и символического языка математики, и есте​ственного словесного языка.
Изучение математики включает изучение языка математики, но не сводится только к нему. Другой важной чертой математического зна​ния является его логическая структура. Понимание логической струк​туры определений понятий, предложений теории (аксиом и теорем) и доказательств является необходимым условием усвоения этого знания.
В настоящей главе и рассматриваются язык и логика математики с точки зрения обучения математике. При этом использован логиче​ский аппарат, известный студентам и необходимый будущим учите​лям. Разумеется, этот аппарат не входит явно в школьное обучение (мы не рассматриваем здесь вопросы углубленного изучения матема​тики). Однако он помогает учителю найти способ разъяснения языка и логики математики учащимся без явного его использования. Многое из того, что остается неявным для учащихся в обучении математике, должно быть выявлено в методической подготовке учителя матема​тики.
Глава состоит из трех параграфов: «Математические понятия», «Математические   предложения»,   «Математические   доказательства».
§ 1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ
1.1. Термин «понятие» обычно применяется для обозначения мысленного образа некоторого класса вещей, процессов, отношений объективной реальности или нашего сознания.
Математические понятия отражают в нашем мышлении определен​ные формы и отношения действительности, абстрагированные от ре​альных ситуаций.
Каждое понятие объединяет в себе класс объектов (вещей, отно​шений) — объем этого понятия — и характеристическое свойство, присущее всем объектам этого класса, и только им, — содержание этого понятия. Например, понятие «треугольник» соединяет в себе класс всевозможных треугольников (объем этого понятия) и характе​ристическое свойство — наличие трех сторон, трех вершин, трех уг​лов (содержание понятия); понятие «уравнение» соединяет в себе класс всевозможных уравнений (объем понятия) и характеристическое свойство — равенство, содержащее одну или несколько переменных (содержание понятия).
Содержание понятия раскрывается с помощью определения, объем — с помощью классификации. Посредством определения и классификации отдельные понятия организуются в систему взаимо​связанных понятий.
1.2. Формирование понятий — сложный психологический про​цесс, начинающийся с образования простейших форм познания — ощущений — и протекающий часто по следующей схеме: ощущения — восприятие — представление — понятие.
Обычно разделяют этот процесс на две ступени: чувствен​ную, состоящую в образовании ощущений, восприятия и представ​ления, и логическую, заключающуюся в переходе от представ​ления к понятию с помощью обобщения и абстрагирования.
Чувственная ступень в процессе формирования понятий соответ​ствует первому этапу пути познания вообще, т. е. «живому созерца​нию», и поэтому ее осуществление требует широкого применения наглядности. Если ученику никогда не показывали модель куба или предметы, имеющие форму куба, то у него не может образоваться представления, а следовательно, и понятия куба.
Процесс формирования понятий будет эффективным, если он ориен​тирует учащихся на обобщение и абстрагирование существенных признаков (характеристического свойства) формируемого понятия.
Рассмотрим процесс формирования понятий на примере понятия куба.
Детям (6—7лет) показывают много предметов, отличающихся фор​мой, размерами, окраской, материалом, из которого они сделаны, причем таких, что одни из них имеют форму куба, а другие нет. Де​ти, после того как им показывают на одно из этих тел и говорят, что то куб, безошибочно отбирают все те тела, которые имеют такую же форму,   пренебрегая   различиями,   касающимися   размера,   окраски, материала. Здесь выделение из класса предметов подкласса, отождествление тел производится по одному еще недостаточно проанали​зированному признаку — внешней форме. Дети еще не знают свойств куба, они распознают его только по форме.

Дальнейшая работа по формированию понятия куба состоит в анализе этой формы с целью выяснения ее свойств. Учащимся  предлагают путем наблюдения найти, что есть  общего у  всех отобранных тел, имеющих форму куба, чем они отличаются от остальных. Уста​навливается, что у каждого куба 8 вершин, 6 граней. Но у некото​рых тел, которые мы не отнесли к кубам, тоже 8 вершин и 6 граней. Оказывается, у куба все грани — квадраты (эта работа обычно про​водится после аналогичной работы по выделению класса квадратов из множества плоских фигур).
Остается один шаг к образованию понятия куба— переход от представления к понятию путем абстрагирования, т. е. отделения об​щих свойств от прочих, несущественных. Разумеется, на начальном этапе обучения нельзя еще говорить о полном абстрагировании этих свойств, у детей еще не образовывается понятие куба в чистом виде, они еще не определяют куб и противопоставляют его прямоугольному параллелепипеду с различными измерениями. В дальнейшем же, когда будет сконструирована логически упорядоченная система гео​метрических понятий (в рамках систематического курса геометрии), учащиеся узнают, что куб — это вид прямоугольного параллелепи​педа.   В этом — диалектика развития понятий.
Приведенный пример показывает, что процесс формирования по​нятий, как правило, длительный процесс, способствующий развитию обобщающей и абстрагирующей деятельности учащихся.
Однако формирование математических понятий не всегда протека​ет по приведенной выше схеме, начинающейся с ощущений. В частно​сти, когда формируемое понятие связано, в той или иной форме, с ка​тегорией бесконечности (как, например, понятия прямой, плоскости, плотности множества рациональных чисел, предела и др.), то чув​ственная ступень играет меньшую роль, так как мы не в состоянии воспринимать бесконечное (ни в какой форме), и наглядность из средства, способствующего формированию понятия, иногда становит​ся тормозящим фактором.
Например, бесконечность множества рациональных чисел, лежа​щих между любыми двумя рациональными числами, не подкрепляет​ся, а, наоборот, «опровергается» конкретным восприятием конечного отрезка, содержащего это множество. Свойство плотности множества рациональных чисел нельзя обнаружить опытным путем, оно не под​тверждается наглядными геометрическими представлениями, а уста​навливается логически. Этот и другие многочисленные примеры под​тверждают выводы наших психологов о том, что восприятие нагляд​ного материала в силу объективных особенностей этого материала может играть не только положительную, но и отрицательную роль.
1.3. Заключительным этапом формирования понятия, как пра​вило, является его определение.
В математике и в обучении математике применяются различные способы определения  понятий.
Наиболее часто, особенно в обучении геометрии, встречается оп​ределение «через ближайший род и видовое отличие».
Примером такого определения является следующее:
Прямоугольник есть параллелограмм с прямым углом.
Как видно, это определение состоит из двух частей: «прямоуголь​ник» — определяемое понятие и «параллелограмм с прямым углом»— определяющее понятие. Связка «есть» (иногда вместо «прямоугольник ч:ть » говорят «прямоугольником называется...») означает здесь, что термин «прямоугольник» (вновь введенный) обозначает то же по​нятие, что и выражение «параллелограмм с прямым углом», состав​ленное из ранее уже известных терминов («параллелограмм», «прямой угол»). 
Анализируя определяющее понятие «параллелограмм с прямым углом», выделяем понятие «параллелограмм» (ближайший род) и свойство «наличие прямого угла» (видовое отличие). Название «бли​жайший род» оправдано тем, что не выделено другое понятие, объем которого включается в множество параллелограммов и включает множество прямоугольников. Если бы мы определили прямоугольник как четырехугольник, у которого противоположные стороны попарно параллельны и имеется прямой угол, то мы получили бы, как видно, более громоздкое определение именно потому, что понятие «четырех​угольник» не является ближайшим родом для прямоугольника (имеет​ся понятие «параллелограмм», объем которого включается в множе​ство четырехугольников и включает множество прямоугольников), и поэтому усложнилось характеристическое свойство (видовое от​личие).
Общая схема определения «через ближайший род и видовое отли​чие» может быть записана на языке множеств (классов):
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 (класс В состоит из объектов х, принадлежащих А — ближайшему роду — и обладающих свойством Р — видовым отличием) или на языке свойств:
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 (объект х обладает свойством В тогда и только тогда, когда обладает свойством А и свойством Р).
В нашем примере В — определяемый класс прямоугольников (или свойство «быть прямоугольником»), А — класс параллелограм​мов (или свойство «быть параллелограммом»), Р — свойство «нали​чие прямого угла».
Такое определение является явным определением, в котором четко (явно) выделены определяемое и определяющее понятия. Оно позволяет нам заменить при необходимости одно понятие другим. Очень часто такой заменой пользуемся в доказательствах теорем.
Однако не все математические понятия могут определяться таким образом. Процесс формально-логического определения, как видно из приведенного выше примера, есть процесс сведения одного понятия к другому, с более широким объемом, второго — к третьему, с еще более широким объемом, и т. д. Процесс сведения не может быть бес​конечным. Должны быть некоторые исходные, первоначальные понятия, которые неопределяемы через другие понятия данной теории, так как им не предшествуют никакие другие понятия этой тео​рии.
В процессе обучения должны создаваться такие педагогические ситуации, которые помогли бы учащимся открыть характерную осо​бенность системы математических понятий, связанную с дедуктивным построением теории. Для этой цели можно использовать различный конкретный материал. Например, можно построить такую последова​тельность определений:
O1: квадрат — ромб с прямым углом;
О2: ромб — параллелограмм с равными смежными сторонами;
О3: параллелограмм — четырехугольник, у которого противопо​ложные стороны попарно параллельны;
О4: четырехугольник — многоугольник с четырьмя сторонами;
О5: многоугольник — фигура, ограниченная замкнутой ломаной линией;
О6: фигура — множество точек.
Как видно, этот процесс сведения одних понятий к другим доходит до понятий «множество» и «точка», которые принимаются за перво​начальные и именно поэтому не определяются через другие по​нятия.
Итак, первоначальные, исходные понятия не определяются явным образом через другие понятия данной теории. Это, однако, не означа​ет, что они никак не определяются. В аксиомах выражаются основные свойства исходных понятий и отношений между ними, которыми пользуются при развертывании теории на базе этих аксиом, т. е. при доказательстве теорем и определении других (определяемых) по​нятий. Поэтому системы аксиом можно рассматривать как неявные, косвенные определения исходных понятий. Таким образом, когда говорят, например, что понятия «точка» и «прямая» — исходные понятия и поэтому не определяются, надо это понимать точнее: «не определяются явно через другие понятия».
Один и тот же раздел школьного курса математики может строить​ся с помощью различных систем понятий, различающихся между со​бой порядком введения понятий или самими понятиями. Выбор ис​ходных понятий не определяет однозначно последовательность изучения понятий системы. Система понятий оказывается лишь ча​стично упорядоченной. Например, в традиционной системе понятий стереометрии такие понятия, как «угол скрещивающихся прямых» и «перпендикулярность прямых и плоскостей», могут изучаться в любом порядке. В учебнике А. П. Киселева угол скрещивающихся прямых изучался после перпендикулярности и поэтому перпендикулярность прямых в пространстве, признак перпендикулярности прямой и пло​скости, теорема о трех перпендикулярах формировались лишь в ча​стных случаях. В результате такого расположения материала уча​щиеся изучали теорему о трех перпендикулярах лишь для случая, когда прямая на плоскости проходит через основание наклонной, и не могли видеть ее применение в задачах, где прямая на плоскости не проходит через основание наклонной. В большинстве же случаев именно такая ситуация наблюдается в задачах.
Об определении не имеет смысла говорить, истинно оно или ложно. Определение может быть правильным (корректным) или неправильным (некорректным) в зависимости от того, удовлетворяет оно или нет определенным требованиям.
Важнейшим требованием, предъявляемым к определениям, явля​ется отсутствие порочного круга. Нарушение этого требования проявляется в том, что определяемое содержится (явно или неявно) в определяющем. Например, фразы: «Решение уравнения — это то число, которое является его решением», «Подобными называются фигуры, которые между собой подобны» — не могут служить определениями решения уравнения и подобных фигур со​ответственно, так как в каждом из этих предложений содержится порочный круг.
Порочный круг может относиться не к отдельному определению, а к двум или нескольким определениям. Например, в двух определе​ниях: «Угол называется прямым, если его стороны взаимно перпенди​кулярны» и «Две прямые взаимно перпендикулярны, если они обра​зуют прямой угол» — имеется порочный круг, так как в одном поня​тие прямого угла определяется через перпендикулярные прямые, а в другом это второе понятие определяется через первое.
Другое важное требование, выполнение которого необходимо для корректности определения, — это отсутствие омонимии: каждый термин (символ) должен встретиться не более одного раза в качестве определяемого. Нарушение этого требования приводит к тому, что один и тот же термин (символ) обозначает различные поня​тия, т. е. нарушается один из принципов употребления символов или терминов в качестве имен.
1.4. Определенные языковые выражения (символы искусственного языка или термины, слова или группы слов естественного языка) вы​полняют функцию обозначения. Они сопоставляются определенным классам объектов (вещей, отношений) или их мысленным образам (понятиям) в качестве названий, имен.
Связь имен с их значениями (с обозначаемыми ими объектами) отражает связь мышления с речью. Формирование понятий возможно лишь при условии их именования, т. е. приписывания им определен​ных имен. Поэтому важно напомнить принципы корректного употреб​ления имен.
1)  Принцип    предметности:    предложение говорит о предметах, имена которых встречаются в этом предложении (а не об их именах). Например, предложение «3 < 5» говорит о том, что чис​ло, обозначенное цифрой 3, меньше числа, обозначенного цифрой 5, т. е. говорит о числах, а не об их именах, встречающихся в этом пред​ложении;   предложение  «Треугольник — многоугольник»  говорит  о том, что класс объектов, обозначаемых термином «треугольник», яв​ляется подклассом класса объектов, обозначаемых термином «много​угольник», т. е. говорит об объектах,   имена   которых  встречаются в этом предложении, а не о самих этих именах.
2)  Принцип    однозначности:    каждый  символ   (тер​мин), используемый в качестве имени, обозначает не более одного объекта, иными словами, каждое имя имеет не более одного значения.
Почему не говорим, что каждое имя имеет точно одно значение,    а говорим: «не более одного значения»? Например, утверждая, что число а нельзя делить на 0, мы не утверждаем, что невозможна за​пись «а : 0»; эта запись столь же допустима, как, например, запись «а : 2». Утверждается лишь отсутствие объекта, имя которого есть языковое выражение «а : 0», т. е. это выражение не является именем какого-либо числа, или это имя без значения.
Нарушение принципа однозначности имеет серьезные последствия, особенно в обучении, так как это означает применение имен с более чем одним значением, приводящее к путанице и смещению понятий.
Примером такого нарушения является применение символа «АВ» для обозначения следующих объектов: прямой, проходящей через точки А и В; отрезка с концами А и В; длины отрезка АВ; луча с на​чалом А, содержащего точку В; вектора с началом А и концом В. В предложениях, записанных на естественном языке, можно избе​жать разночтения, применяя наряду с символом «АВ» название обо​значаемого объекта («прямая АВ», «отрезок АВ», «длина отрезка АВ», «луч АВ», «вектор АВ»). Однако это не годится при символических записях (не будем же писать, например, «прямая АВ 
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 прямой CD», «отрезок АВ 
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 прямой CD» и т. п.).
Единственный выход— в школьном обучении математике необхо​димо строго соблюдать принцип однозначности употребления имен. Практика подтверждает возможность и целесообразность соблюдения этого принципа. Можно применить следующую систему обозначений:
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Принцип однозначности утверждает, что каждое имя может быть именем не более чем одного предмета. Однако один и тот же предмет может иметь много различных имен (синонимов). Например, записи «5 — 3», «8 • 2 — 14», «23 : 22» можно рассматривать как различные имена числа 2 (после выполнения вычислений во всех случаях полу​чается значение 2). Равенство 5 — 3 = 8-2— 14 выражает тот факт, что имена, стоящие в левой и правой частях этого равенства, обозначают один и тот же объект, имеют одно и то же значение (число, имеющее имя «2»). Если, например, в левой части этого равенства за​меним «5 — 3» именем «2» с тем же значением, получим также истин​ное равенство «2 = 8-2 — 14». На этом частном примере мы иллю​стрировали еще один важный принцип употребления имен.
3) Принцип замены имен: предложение не меняет свое​го истинностного значения, когда одно из входящих в него имен за​меняется другим именем, имеющим то же самое значение (т. е. сино​нимом).
Различные имена одного и того же предмета часто по-разному характеризуют его, с помощью различной информации о нем. В та​ком случае говорят, что имена имеют одно и то же значение, но раз​личные смыслы.
Например, одна и та же прямая может обозначаться символом «а» или символом «АБ». Первое из этих имен — простое имя, произвольно закрепляемое за прямой (мы можем обозначить эту же прямую бук​вой «Ь»), рассматриваемое как неделимое. Второе имя «АВ» — со​ставное имя, содержащее другие имена («А», «В») в качестве своих частей и обладающее строением, отражающим тот способ, которым оно обозначает предмет (прямую, проходящую через точки А и В). Вполне понятно, что второе, составное имя обладает большей позна​вательной ценностью. Оно сообщает нам, что обозначаемая этим име​нем прямая проходит через точки А и В.
Таким образом, в отношении именования участвуют три различных понятия: «имя», «значение имени», «смысл имени». Говорят, что имя называет свое значение и выражает свой смысл (или что оно имеет такое-то значение и такой-то смысл), а смысл определяет значение.
Из сказанного следует, что надо различать выражения «Не имеет смысла» и «Не имеет значения». Например, в области натуральных чисел имя «корень уравнения х + 4 = 3» не имеет значения. В то же время это имя имеет ясный смысл: это такое число, что после подста​новки его вместо х в данное уравнение слева и справа от знака ра​венства получатся имена одного и того же числа. Точно так же в об​ласти действительных чисел имя «К—4» не имеет значения, но имеет смысл (такое число, что после возведения его в квадрат получится число —4) или имя «2 : 0» не имеет значения, но имеет смысл (число, которое, будучи умножено на 0, дает 2).
В школьном преподавании необходимо тщательно следить за тем, чтобы употребляемые термины и символы имели определенные смысл и значение.
1.5. Не все явные определения можно отнести к определениям через ближайший род и видовое отличие.
Приведем несколько примеров.
(1) «Прямая перпендикулярна плоскости, если она перпендику​лярна любой прямой этой плоскости», или, в символической записи,
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(2) «Число а делится на число Ь, если существует число с такое, что а = Ь*с», или
[image: image7.jpg]aibe3dcla=0b-o).
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(«Число с — наибольший общий делитель чисел а и Ь, если с — их общий делитель и делится на любой другой их общий делитель»).
В каждом из этих определений новое отношение (определяемое) определяется через ранее известные отношения (определяющие): перпендикулярность прямой и плоскости — через перпендикуляр​ность прямых, отношение «делится на» — через отношение «быть произведением», отношение «быть наибольшим общим делителем» — через отношение «делится на». 
Все эти определения являются явными, но в них нельзя выделить ближайший род и видовое отличие.
Применяемый здесь знак [image: image9.jpg]“«=n
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читается: «означает по определению» или «тогда и только тогда по определению». Если же определяется класс объектов  по   схеме [image: image10.jpg]B={x|x€AuP(x)}



 , то  знак [image: image11.jpg]“«=n
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                                                                               читается: «равен по определению» или «называется».
Добавление «по определению» существенно потому, что, хотя сло​весные формулировки явных определений имеют вид повествователь​ных предложений, эти предложения не выражают высказывания (в том смысле, в каком термин «высказывание» понимается в математиче​ской логике), так как бессмысленно говорить об их истинности или ложности. Поэтому, в частности, нет смысла их доказывать или опро​вергать. С логической точки зрения словесные формулировки опреде​лений ближе к повелительным, чем к повествовательным предложе​ниям, их можно рассматривать как приказы или разрешения поль​зоваться одним выражением (определяемым) вместо другого, более громоздкого (определяющего).
1.6. Знание определения еще не гарантирует усвоения понятия. Один из аспектов формализма в математических знаниях состоит именно в том, что некоторые учащиеся, зная точную формулировку определения, не распознают определяемый объект в различных ситуа​циях, где он встречается. Поэтому методика обучения должна разра​батывать систему работы с определениями, чтобы преодолеть воз​можный формализм в их усвоении.
Важное место в этой работе занимает обучение распознаванию объекта, соответствующего данному определению, и построению раз​ного рода контрпримеров. Для этой цели необходимо ясно представить себе структуру  определения.
Под структурой определения, построенного по схеме [image: image12.jpg]A(x) = B(x)
onp



 понимают структуру его правой части, т. е. предложения «В». В школьной математике встречаются определения различной структуры, порой довольно сложной, и, чем сложнее структура определения, тем более тщательной должна быть работа по его разъяснению, по предупреж​дению формального усвоения.
Одна из наиболее распространенных структур определений — конъюнктивная структура. Приведем несколько примеров.
Пример 1. Определение симметричных относительно прямой точек гласит: «Две точки Хи X1 называются симметричными отно​сительно прямой р, если эта прямая перпендикулярна отрезку XX1 и проходит через его середину. Будем также считать, что каждая точ​ка прямой р симметрична себе относительно этой прямой».
Проанализируем это определение для случая X 
[image: image13.wmf]Ï

р.
Итак, для того чтобы точки X и X1 были симметричными относи​тельно прямой р, т. е. чтобы выполнялось условие X1 = Sp (X), должны выполняться следующие условия:
(1) эти точки должны лежать на перпендикуляре к прямой р, т. е,
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 (2) прямая р должна пройти через середину отрезка XX1, а это означает, что точки X и X1 должны лежать по разные стороны от р,
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и на одинаковом расстоянии от нее, т. е.
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. Итак, наше определение (для Х
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р) может быть  записано 
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Как видно, правая часть определения представляет собой предло​жение конъюнктивной структуры (состоит из трех предложений, со​единенных союзом «и»).
Исходя из этого определения, легко указать способ построения точки, симметричной данной, а также способ распознавания симмет​ричных точек.
Построение   симметричной   точки

Пусть дана произвольная точка X (X
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 р).
1)  Опустить перпендикуляр ХО на прямую р.
2)  Продолжить перпендикуляр за точку О.
3)  На продолжении перпендикуляра отложить отрезок 0Х1, рав​ный отрезку ХО.
Полученная точка X1 искомая (X1 = Sp (X)).
Иногда формулировку этого алгоритма принимают за определение симметричных точек. Такое определение, в котором указан способ по​строения определяемого объекта, называется конструктивным.
Так, конструктивное определение осевой симметрии фигур может быть сформулировано следующим образом: «Пусть F— данная фи​гура и р—фиксированная прямая. Возьмем произвольную точку X фигуры и опустим перпендикуляр ХО на прямую р. На продолжении перпендикуляра за точку О отложим отрезок ОХ1, равный ОХ. Пре​образование фигуры F в F1 при котором каждая точка X переходит в точку Х1 построенную указанным образом, называется симметрией относительно прямой р» (П о г о р е л о в А. В. Геометрия, 6—10. — М.: Просвещение, 1981). Иногда отдается предпочтение конструк​тивному определению перед классическим и это мотивируется тем, что важнее уметь построить объект, чем знать его формальное опре​деление. Представляется, что и то, и другое важно. Поэтому наряду с алгоритмом построения необходимо дать и формальное определение объекта.
Распознавание   симметричных   точек

Даны две точки X и X1 и прямая р. Алгоритм распознавания, симметричны ли точки X и X1 относительно прямой р, исходя из структуры определения, можно представить в виде блок-схемы, изо​браженной на рисунке 1. [image: image1.jpg]B={x|x€AuP(x)}




Эта блок-схема подсказывает нам все случаи, когда две точки X и Xi не симметричны относительно прямой р, т. е. различные контр​примеры (рис. 2).
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Пример 2. В качестве вто​рого примера определения конъ​юнктивной структуры рассмотрим приведенное выше определение наи​большего общего делителя двух чисел. Соответствующий алгоритм распознавания (рис. 3) имеет такой же вид, что и алгоритм, представ​ленный блок-схемой на рисунке 1. Как видно на блок-схеме (рис. 3), с
[image: image20.wmf]¹

НОД(а,Ь), если

неверно, что а
[image: image21.wmf]M

с,

или

                                  неверно, что b
[image: image22.wmf]M

с,

[image: image667.jpg]L)

o



       или
По существу мы здесь получи​ли точное отрицание определения наибольшего общего делителя, вер​нее, его правой части, т. е. точное выражение того, что означает за​пись НОД (а, Ь)
[image: image23.wmf]¹

с:
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(Вопрос об обучении построению отрицаний предложений сложной логической структуры рассматри​вается в следующем параграфе.)
[image: image25.jpg]xEASP (x)uPy(x)u ...
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то необходимо подчеркнуть (в про​цессе обучения), что данный объект принадлежит классу А, если он об​ладает всеми свойствами Р1 и Р2, ..., Рn, и не принадлежит этому классу если не обладает хотя бы одним из этих  свойств.  Таким образом,
[image: image26.jpg]x¢ APy (x) nm Py (x) wm ... um P, (x)




(здесь неявно применяется один из известных законов де Моргана).
[image: image668.jpg]nesepHo, uro Vd (a idu bid=-cid),
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      Алгоритм распознавания (принадлежности или непринадлежности некоторого объекта х классу А) может быть представлен блок-схе​мой, изображенной на рисунке 4.
     Встречаются и определения дизъюнктивной структуры.
Определение множества Z целых чисел («Алгебра-7», § 11, п. 32) можно записать на языке свойств в виде
[image: image27.jpg]x€EZosxENuwmx EN Y wmx=0,
onp




где N-1 обозначает множество чисел, противоположных натуральным. Как видно, это определение имеет дизъюнктивную структуру.
Соответствующий алгоритм распознавания может быть представ​лен блок-схемой, изображенной на рисунке 5. 
Дизъюнктивную структуру имеет также определение параллель​ности прямой и плоскости (если принадлежность прямой плоскости считать частным случаем параллельности):
[image: image28.jpg]all e=a o= wma c a.
onp
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Из этого определения следует, что прямая а не параллельна пло​скости а, если не выполняется ни одно из свойств а
[image: image29.wmf]Ç

 а=
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 а, т. е.
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Но из 
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 следует, что существует единственная точка А такая, что 
[image: image35.wmf]A
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. В этом случае и говорят, что прямая пересекается с плоскостью 
[image: image36.wmf]a

.
Как видим, краткая запись определения и точное выражение его отрицания способствуют выявлению логических связей между поня​тиями: из того, что прямая и плоскость не параллельны, следует, что они пересекаются, и обратно.
Если определение некоторого класса А имеет дизъюнктивную струк​туру
[image: image670.jpg]



то необходимо подчеркнуть (в процессе обучения), что данный объект принадлежит классу А, если он обладает хотя бы одним из свойств Р1 и Р2, ..., Рn не принадлежит этому классу, если не обладает ни одним из этих свойств, т. е.

[image: image37.jpg]¢ AP (x) u Py(x) u ... u P, (x).




(Здесь опять применяется один из законов де Моргана. Разъяснение условий принадлежности и непринадлежности данного объекта классу объектов, определение которого имеет конъюнктивную или дизъюнктивную структуру, может служить и разъяснением этих логических законов.)
Алгоритм распознавания, соответствующий определению дизъюнк​тивной структуры, может быть представлен блок-схемой, изображен​ной на рисунке 6.
Встречаются определения и более сложной структуры. При​ведем несколько примеров.
Известны различные (неэквивалентные) определения параллельно​сти прямых.
Если совпадение прямых не считать частным случаем параллель​ности, то определение имеет конъюнктивную структуру:
[image: image38.jpg]agllbodn@canbca)nal b=g.
onp




При таком определении параллельности транзитивность имеет место, если различные буквы а, Ь, с обозначают различные прямые.
Если же совпадение прямых считать частным случаем параллель​ности, то определение имеет более сложную конъюнктивно-дизъюнктивную структуру:
[image: image39.jpg]gllbeoIr@canbea)u(@ b= wma=>).
onp




В этом случае параллельность является отношением эквивалент​ности и разбивает плоскость (или пространство) на классы эквива​лентности — пучки (или связки) параллельных прямых.
Этому определению соответствует алгоритм распознавания, пред​ставленный блок-схемой, изображенной на рисунке 7.
Более сложную структуру, не сводимую к конъюнктивно-дизъюнктивной, имеют определения некоторых понятий анализа. Сложность структуры этих определений обусловлена наличием кванторной при​ставки, содержащей разноименные кванторы. (Напомним, что кванто​рами называют выражения: «для всех» («для всякого», «для любого»...)— квантор общности — и «существует» («некоторые») — квантор су​ществования, — независимо от того, записываются ли они словами естественного языка или соответствующими символами (
[image: image40.wmf]$
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Например, обычное определение предела функции в точке можно записать так:
[image: image41.jpg]mt)=bm\/z >038 >0Vx(0 < |x—a| < 8=If (x) —b|<e).
I onp




Для того чтобы это определение (в словесной формулировке или символической записи) сделать доступным учащимся, нужна опре​деленная подготовительная работа, включающая:

[image: image671.png]X €A & Py (x) nam Py (x) wm ... wam P, (x),
onp



а)  формирование интуитивного понятия предела функции в точке;
б)  разъяснение этого интуитивного понятия различными способа​ми (с помощью различных оборотов речи);
в) поэлементный перевод разъяснения интуитивного понятия    в точное определение математического понятия  предела  (именно по​элементный перевод, а не скачок от интуитивного понятия к математи​ческому, который может оказаться недоступным).
Интуитивное понятие предела формируется на конкретных при​мерах функций с помощью таких оборотов речи, как «Функция стре​мится к числу Ь, когда х стремится к числу а». В этом предложении использовано слово «стремится», которое не является математическим термином (его значение ранее не определено математически). Исполь​зуется и такой оборот речи: «Значение функции сколь угодно близко подходит к числу Ь, когда значение х достаточно близко к а (доста​точно мало отличается от а)».
Эти синонимичные выражения уточняются постепенно с помощью геометрически наглядного понятия окрестности, позволяющего полу​чить аналитическое выражение того, что интуитивно понимаем под «стремится», «близко», а также связи между «как угодно близко» и «достаточно близко».
Чем сложнее структура определения математического понятия, тем больше потребности в тщательной отработке соответствующего интуитивного образа и его переводе в математическое.
В математике часто применяются так называемые индуктивные (рекурсивные) определения, которые постепенно внедряются и в школьном обучении.
В наиболее простых случаях, которые встречаются в школьном обучении, индуктивное определение функции натурального аргумента (последовательности) строится по следующей схеме:
[image: image42.jpg]{ (0) = a (umm f (1) = a),
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т. е. задается значение определяемой функции для 0 (или для 1)   и выражается известным способом ее значение для n+1 (
[image: image43.wmf]j

- извест​ная функция)  через n и ее значение для n. Например,   последовательность
[image: image44.jpg]



можно определить следующим образом (в предположении, что законо​мерность образования новых членов одна и та же):
[image: image45.jpg]—f (@) : @n+1)




(такое определение применяется, в частности, при программировании процесса вычисления суммы соответствующего ряда с заданной сте​пенью точности).
Пока индуктивные определения редко встречаются в школьном обучении, но, учитывая их широкое распространение и значение в математике (рекурсивные функции — одно из математических уточ​нений интуитивного понятия алгоритма), можно предполагать, что их применение в обучении математике будет постепенно раcширяться.
1.7. Мы уже говорили о том, что содержание понятия раскрывает​ся с помощью определения (явного или неявного), а объем — с по​мощью классификации.
Часто классификация состоит из многоступенчатого разбиения множества объектов на два класса с помощью некоторого свойства (двучленное деление, или «дихотомия», в терминах классической ло​гики).
В общем виде это выглядит так. Пусть имеем множество А и свойство Р1, причем существуют элементы А, обладающие и не об​ладающие этим свойством.   Допустим, что
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Таким образом, получаем разбиение множества А на два класса:
[image: image47.jpg]AnA (A YA =AuA A= Q).




Дальше выделяются в А1 два класса с помощью свойства Р2:
[image: image48.jpg]Ay = {x|x €A n Py ()} n Ay = {x|x €A u Py (),




Т.е. определяется разбиение множества A1 на два класса: А2 и 
[image: image49.wmf]2

A

. Аналогично разбивается и А2 на два класса: А3 и 
[image: image50.wmf]3
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 — с помощью некоторого свойства Р3 и т. д. Эта последовательность разбиений заканчивается на каком-то Ак, дальнейшее разбиение которого уже не рассматривается.
[image: image672.jpg]Pue. 7



Примером такой последовательности разбиений является следую​щая классификация чисел, отражающая (если читать ее снизу вверх) схему развития понятия числа:
Методически полезными могут оказаться и схемы без слов, как, например, изображенная на рисунке 8 схема, изображающая зависи​мости изучаемых в курсе планиметрии классов четырехугольников (трапеции, параллелограммы, прямоугольники, ромбы и квадраты).
Для наглядного представления классификации можно воспользо​ваться и так называемыми диаграммами Эйлера — Венна, в которых различные классы объектов изображаются в виде множеств точек, ограниченных простыми замкнутыми линиями.
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Если М обозначает множество треугольников, А — класс прямо​угольных треугольников и В — класс равнобедренных треугольни​ков, то диаграмма, изображенная на рисунке 9, а, представляет раз​биение множества треугольников на два класса: прямоугольных и непрямоугольных треугольников; диаграмма на рисунке 9, б — раз​биение множества треугольников на два класса: равнобедренных и неравнобедренных треугольников; диаграмма на рисунке 9, в — разбиение множества треугольников на четыре класса: (1) — прямо​угольных равнобедренных; (2) — прямоугольных неравнобедренных; (3) — равнобедренных непрямоугольных и (4) — непрямоугольных неравнобедренных треугольников.
[image: image674.jpg]


С помощью диаграмм Эйлера — Венна можно выполнить широкое разнообразие упражнений, способствующих систематизации знаний учащихся, правильному пониманию отношений между различными понятиями. Они служат также аппаратом для анализа некоторых классов рассуждении (о которых пойдет речь дальше). 
Значение деятельности по классификации (одного из важных ви​дов умственной деятельности) далеко выходит за   рамки усвоения ма​тематических знаний. Необходимость классифицировать возникает в любой области человеческой деятельности. Этому нужно учить в школе.
§ 2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

2.1. Каждая математическая теория представляет собой множе​ство предложений, описывающее какую-то структуру (если эта тео​рия излагается содержательно в определенной конкретной интер​претации, как это имеет место в школьном обучении) или какой-то аксиоматизируемый класс структур (если она излагается абстракт​но (полуформально или формально) вне всякой интерпретации).
Принадлежность предложения к некоторой математической теории определяется двумя признаками:
(а) предложение  записано  (или сформулировано)  на  языке дан ной теории, состоит из математических (принадлежащих языку тео​рии) и логических терминов или символов и не содержит никаких других терминов или символов;
(б) предложение истинно, т. е. является или исходным истинным предложением (аксиомой) данной теории, или его истинность устанав​ливается доказательством с помощью уже известных (исходных или ранее доказанных) истинных предложений.
Например, предложение «Сумма углов всякого треугольника равна 180°» является геометрическим предложением, принадлежит теории евклидовой геометрии, потому что:
(а)  оно записано на языке геометрии (хотя одновременно на рус​ском языке), т. е. состоит из геометрических («сумма  углов»,   «тре​угольник»,  «180°») и логических («всякого», «равна») терминов или символов;
(б)  оно истинно, так как доказывается в рамках евклидовой гео​метрии, т. е. на основе ее аксиом или других уже доказанных предло​жений этой теории.
Аналогично предложение
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принадлежит алгебраической теории, описывающей структуру (Q, +), потому что:
(а)  оно записано на языке этой теории, состоит из символов, обо​значающих понятия этой теории: a, b — переменные для элементов из Q, «+» — знак операции сложения в Q, «
[image: image52.wmf]Î

» — знак принадлежно​сти элемента (или значения переменной) к множеству, «=» — логи​ческий символ, «для любых» — логический термин,  и никаких дру​гих терминов или символов не содержит;
(б)  оно истинно, обычно принимается за одну из аксиом, характе​ризующих групповую структуру (Q, +).
Такие же предложения, как
«Прямая имеет вид туго натянутой нити», (1)
«Сумма углов треугольника не равна 180°», (2)
«a+ Ь = b для любых a, b
[image: image53.wmf]Î

 Q»,  (3)
не принадлежат соответствующим математическим теориям: (1) и (2) не принадлежат евклидовой геометрии, (3) не принадлежит теории структуры (Q,+).
Действительно, (1) не принадлежит никакой геометрической тео​рии, так как содержит такие термины, как «имеет вид», «туго натя​нутая нить», не обозначающие геометрические понятия, т. е. предло​жение (1) не сформулировано на языке геометрии. Это предложение, однако, выполняет некоторую дидактическую функцию, она указы​вает ту конкретную реальную интерпретацию, в которой строится школьная геометрия. В этой геометрии прямой действительно при​писывается вид туго натянутой нити, так изображается прямая на рисунках, хотя этот вид прямой никакого участия в дедуктивном раз​вертывании геометрической теории не принимает. Это чрезвычайно важно, и нужно подчеркивать в процессе обучения,   что в доказательствах геометрических теорем мы имеем право пользоваться только геометрическими предложениями, причем такими, истинность кото​рых ранее уже установлена (или принята без доказательства).
Предложение (2) записано на геометрическом языке, но не при​надлежит теории евклидовой геометрии, так как оно противоречит предложению этой теории («Сумма углов треугольника равна 180°») и поэтому ложно (не выражает свойство структуры евклидовой пло​скости). Если предложение (2) включить в евклидову геометрию, на​пример, в качестве новой аксиомы, мы получили бы противоречивую теорию, ничего не описывающую, не имеющую никакой модели.
Предложение (3) записано на языке теории, описывающей струк​туру (Q, +), но оно ложно. Чтобы установить это, достаточен один контрпример, т. е. установить истинность отрицания предложения (3):
«Существуют а, Ь
[image: image54.wmf]Î

 Q такие, что а + b 
[image: image55.wmf]¹

b,
например 3 + 4
[image: image56.wmf]¹

4.
(Установление ложности общего предложения с помощью контрпри​мера — весьма полезное упражнение на различных этапах обучения.)
2.2. С каждым математическим предложением связаны содержа​ние (выраженное в нем математическое содержание) и логическая форма (или структура).
Представление, что можно ограничиться в обучении математике лишь раскрытием содержания каждого математического предложе​ния, ошибочно. Содержание неразрывно связано с формой, и нельзя осмыслить первое без понимания второй.
Так как одна из центральных задач обучения математике состоит в обучении установлению истинности математических предложений (чаще всего с помощью доказательства), а истинностные значения этих предложений зависят от их логической структуры, то естественно считать одной из задач методики преподавания математики раскры​тие логической структуры математических предложений.
Раскрыть логическую структуру сложного (составного) предложе​ния — значит показать, из каких элементарных пред​ложений сконструировано данное сложное предложение и как оно составлено из них, т. е. с помощью каких и в каком порядке при​меняемых логических связок (слов или сочетаний слов) «не» , «и», «или» , «если...,то» , «тогда и только тогда» , «для всякого» , «сущест​вует» (и некоторых синонимических выражений), обозначающих логи​ческие операции, с помощью которых из одних предложений образу​ются другие.
Всякое математическое (и не только математическое) предложение либо элементарное, т. е. не расчленяется на части, каждая из кото​рых в свою очередь есть предложение, либо построено из элементар​ных, определенным образом соединенных между собой логическими связками.
Совокупность и порядок логических связок, с помощью которых сложное предложение образовано из элементарных, составляет ло​гическую структуру (или логическую форму) этого сложного предло​жения. 
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Раскрытие логической структуры математи​ческих предложений было бы бесполезным без разъяснения точного смысла используемых логи​ческих связок. Такое разъяснение необходимо потому, что, как показывают многочисленные исследования, применение, даже многократное, перечисленных выше слов само по себе еще не обеспечивает правильного понимания их смысла. Не только школьники, но и некоторые взрослые, много тысяч раз применявшие в своих рассуж​дениях союз «или», отвечают отрицательно, на​пример, на вопрос:
«Истинно ли предложение «3
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5» («3 < 5» или «3 = 5»)?» Без понимания точного смысла логических связок не может быть достигнуто и правильное понимание точного смысла всей логико-мате​матической конструкции, т. е. математического предложения, обра​зованного с их участием, а следовательно, и выраженного в нем мате​матического содержания.
Приведем пример. Пусть даны треугольник ABC и точка D   на стороне АС (рис. 10).
Предложения [image: image58.jpg]«| AB| =|BCp, «|AD| = |DCl», «BD 1 AC»



 элементарные, они не расчленяются на части, каждая из которых — пред​ложение.
Из этих элементарных предложений могут быть составлены личные сложные предложения. Рассмотрим некоторые из них:
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Нетрудно заметить, исходя из известных геометрических соотно​шений и правильного понимания точного смысла слов «не», «и», «или», «если..., то» (возможное разъяснение которого будет показано даль​ше), что предложение (1) истинно, (2) и (3) ложны, (4) истинно. Предложения (1) и (2) составлены из одних и тех же элементарных предложений с помощью одних и тех же логических связок и отличаются только порядком этих операторов: поменяли в (1) ме​стами «и» и «то», в результате чего получили новое предложение (2), при этом изменилось истинностное значение: (1) истинно, (2) ложно.
Предложение (3) отличается от (1) тем, что союз «и» заменен сою​зом «или», и от этого также изменилось истинностное значение: (1) истинно, (3) ложно.
Как видно, истинностное значение сложного предложения су​щественно зависит от совокупности и порядка логических связок, с помощью которых оно образовано из элементарных предложений, т. е. от логической структуры (формы).
Структуры предложений (1) и (4) различны, но они так связаны между собой, что оба эти предложения имеют одно и то же истинностное значение. Таким образом, если мы доказали истинность предло​жения (1), то предложение (4) уже не нуждается в специальном до​казательстве. Предложения (1) и (4) равносильны или эквивалентны, они выражают одну и ту же мысль в разной форме, причем равносильность предложений — свойство их логической структуры, оно не зависит от содержания предложений.
Возьмем два предложения другого содержания, но той же струк​туры, что и (1) и (4):
«Если число целое и положительное, то оно натуральное». (1') «Если число целое и не натуральное, то оно не положительное». (4') Что общего в предложениях (1) и (1'), (4) и (4'), столь различных по содержанию? У них одна и та же логическая структура. Чтобы выразить общую логическую структуру различных по содержанию сложных предложений, достаточно отвлечься от конкретного содер​жания составляющих их элементарных предложений, обозначив их какими-нибудьбуквами, например:
Тогда логические структуры пар предложений (1) и (Г), (4) и (4') запишутся так:
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(1) — (1'). «Если X и Y, то Z».
(4) — (4'). «Если X и не Z, то не Y».
Как видно, заменяя элементарные предложения, входящие в со​став сложных, буквами, мы опускаем в записях этих сложных пред​ложений то, чем они отличаются (конкретное содержание), и сохра​няем лишь то, что у них общее (логическую структуру, форму). То, что мы здесь сделали, можно назвать логическим анализом предло​жений. Для чего он нужен? Вместо того чтобы установить отдельно для предложений (1) и (4), затем (Г) и (4'), что истинность каждого из них определяется истинностью другого, целесообразно установить это один раз для предложений такой логической структуры.
(Такой метод свойствен для математики. Мы ведь не устанавливаем отдельно для (1 + З)2, (2 + 5)2, (3 + 8)2 и т. д. чему равен квадрат суммы этих чисел, а заменяем конкретные числа переменными, вместо которых можно подставить любые числа, и доказываем один раз для любых двух чисел х, у, что (х + у)2 = х2 + 2ху + у2.
В записях (1) — (1') и (4) — (4') буквы X, Y, Z можно рассмат​ривать как переменные для предложений (пропозициональные пере​менные). Вместо них можно подставить не только те элементарные предложения из наших примеров, которые они заменили, но и любые Другие, разумеется, связанные по содержанию, чтобы получились осмысленные сложные предложения.
Например, если вместо X подставить предложение «Четырехуголь​ник — параллелограмм», вместо Y — предложение «Его диагонали взаимно перпендикулярны», а вместо Z — предложение «Четырех​угольник — ромб»,  получим:
«Если четырехугольник — параллелограмм и его диагонали вза​имно перпендикулярны, то четырехугольник — ромб». (1")
«Если четырехугольник — параллелограмм и не ромб, то его диа​гонали не взаимно перпендикулярны».                                          (4")
Эти два предложения обладают таким же свойством, как (1) и (4), т. е. они равносильны, или каждое из них следует из другого.
Отношения равносильности и следования между предложениями находят широкие применения в математике и в обучении математике. Первое из этих отношений сводится ко второму, а отношение следова​ния является основой всяких доказательств. Не может быть сомнений в том, что эти отношения должны разъясняться в процессе обучения математике примерно на таком же уровне, на каком мы иллюстрирова​ли выше разъяснение и раскрытие логической структуры предложений.
2.3. Существенное значение при усвоении математических знаний имеет умение различать математические предложения, содержащие свободные вхождения переменных от таких, которые не содержат подобных вхождений.
Приведем несколько примеров:
(1) 3 < 5; (2) 7 < 5; (3) х < 5.
(4)  Существует натуральное число х такое, что х < 5.
(5)  Для всякого натурального числа х  х < 5.
(6)  3 + 4 = 7; (7) 5 + 3 = 7; (8) х + у = 7.
(9)  Существуют натуральные числа х, у такие, что х + y = 7
(10)  Для всяких двух натуральных чисел х, у х + у = 7
(11) x+y=y+x
(12)  Существуют натуральные числа х, у такие, что х + у = у + х.
(13)  Для всяких двух натуральных чисел х, у х + у =у + х.
Что выражают эти предложения с логической точки зрения?
Предложения (1), (4), (6), (9), (12), (13) выражают истинные вы​сказывания, предложения (2), (5), (7), (10) — ложные высказывания, а предложения (3), (8), (И) не выражают высказывания, так как к ним не применим (не имеет смысла) вопрос: «Истинно ли предложение...?»
Если же вместо переменной (всех переменных) подставить какое-нибудь ее значение (какие-нибудь их значения), то эти предложения преобразуются в высказывания (точнее, в предложения, выражающие высказывания), истинные или ложные в зависимости от подставляемых значений. Эти предложения являются лишь формами для высказыва​ний (или высказывательными формами), порождающими высказыва​ния одной формы, хотя имеющими, возможно, и различные истинно​стные значения.
Предложение (11) при любых значениях переменных х, у обраща​ется в истинное высказывание. Именно поэтому предложение (13) выражает истинное высказывание (закон коммутативности сложения в множестве N).
Как видно, хотя предложения (4), (5), (9), (10), (12), (13) тоже содержат переменные, они в отличие от предложений (3), (8), (11) вы​ражают высказывания. Это объясняется тем, что они не содержат свободных вхождений переменных, все входящие в них переменные связаны кванторами существования или общности, выраженными соответственно словами «существует» и «для всякого» (выражение «Су​ществуют натуральные числа х, у» — сокращенная запись двух кванторов существования: «Существует натуральное число х, существует натуральное число у»; аналогично выражение «Для всяких двух...» — сокращенная запись двух кванторов общности).
Важно отметить, что операция подстановки значения применима лишь к свободным вхождениям переменных.
Так, имеет смысл подставлять различные значения вместо х в предложении (3). Получим истинные или ложные высказывания:
Таблица 1
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Однако бессмысленно подставлять значения вместо х в предложе​нии (4) или (5).
Предложение «Для всякого х А (х)» («
[image: image61.wmf]"

хА(х)») истинно, если высказывательная форма А(х) обращается в истинное высказывание при подстановке вместо х любого значения (из области значений этой переменной), и ложно, если найдется хотя бы одно значение х (из этой области), при подстановке которого А(х) обратится в ложное высказывание.
Предложение «Существует х такое, что А(х)» («
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хА (х)») истинно, если найдется хотя бы одно значение х (из области значений этой переменной), подстановка которого вместо х в А (х) обращает эту высказывательную форму в истинное высказывание, и ложно, если подстановка любого значения х (из этой области) обращает эту высказывательную форму в ложное высказывание.
Роль элементов логики в теории и практике обучения математике состоит в том, что, во-первых, усвоение общих логических приемов мышления (о которых пойдет речь в гл. IV) является необходимым условием формирования и развития познавательной деятельности учащихся и, во-вторых, разработанные в рамках математической ло​гики некоторые общие понятия (высказывание, предикат, логические операции, отношение следования и др.) способствуют раскрытию структуры и более глубокому пониманию математического содержа​ния. Речь идет лишь о разумном, дидактически целесообразном при​менении некоторых логических понятий и обозначений как важных вспомогательных средств обучения. Переоценка роли логики как одной из основ теории обучения математике так же вредна, как и недооценка этой роли.
В связи с уточнением роли логики в теории и практике обучения математике уместно привести высказывание академика А. Н. Колмо​горова: «Ответственность преподавателей математики здесь особенно велика, так как отдельного предмета «логика» в школе нет и знакомство с началами логики практически в значительной мере происходит на уроках математики»
.
2.4. Приведенные выше истинностные таблицы и определения кванторов в общем хорошо согласуются со смыслом соответствую​щих выражений в обиходном языке. Исключение составляет имплика​ция, истинностная таблица которой не во всех строках согласуется со смыслами, в которых оборот речи «если..., то» применяется в оби​ходном языке.
Этот вопрос заслуживает специального рассмотрения, так как многие трудности в обучении возникают именно там, где точный смысл, в котором некоторые обороты речи используются в математи​ке, отличается от смысла этих оборотов в обиходном языке.
Словосочетания «если..., то», «из... следует», «из... вытекает», «... влечет...» и т. п. часто встречаются в математических текстах, в том числе и в школьных учебниках. Анализ показывает, что этими словосочетаниями обиходного языка выражаются различные формаль​но-логические понятия. Иными словами, попытка уточнения (или формализации) подобных формулировок приводит к одному из сле​дующих логических понятий: а) к сложному предложению (имплика​ции), образованному из двух предложений «А» и «В» с помощью ло​гической связки «если..., то» («Если А, то В»), обозначаемой в логи​ческой литературе одним из знаков «
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»,«
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», б) к отношению логического следования (из предложения «А» следует предложение «В») и в) к отношению формальной выводимости (из «А» выво​димо «В»).
Так как логика школьной математики неформализована, то по​следнее понятие (отношение формальной выводимости) не применимо. Анализ применения оборота «если..., то» в обиходном языке по​казывает, что применяется именно в случаях, когда истинностное значение предложения, стоящего между словами «если» и «то», не​известно («Если завтра будет хорошая погода, то осуществим прогул​ку в лес» и т. п.).
Такие слова, как «завтра», «сегодня», «здесь», «там», «дома», «мы» и т. п., имеют меняющееся от случая к случаю значение и могут играть в обыденном языке роль переменных математического языка. В математике же истинностное значение предложения, стоящего между словами «если» и «то», неизвестно чаще всего в случае высказывательной формы.
Например, в предложении «Если число n делится на 6, то оно де​лится на 3» переменная n может принимать различные значения и мы заранее не знаем истинностного значения предложения «Число n делится на 6», стоящего за словом «если», так как оно обозначает высказывательную форму. Часто, говоря «Если число n делится на 6, то оно делится на 3», подразумевают высказывание «Для всякого числа n: если n делится на 6, то n делится на 3» (квантор общности чаще всего явно не высказывается).
Аналогично, говоря: «Если ABCD— ромб, то AС
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ВD», мы заранее не знаем, является ли четырехугольник ABCD ромбом. Здесь роль переменных играют буквы А,В,С,D (переменные для точек) или символ «ABCD» можно рассматривать как переменную для че​тырехугольника. Доказывая соответствующую теорему (о свойстве диагоналей ромба), подразумеваем, что в ее формулировке явно не высказан квантор общности. Если восстановить полную формули​ровку, получим: «Для любого четырехугольника ABCD: если ABCD — ромб, то AС
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ВD».
Рассмотрим два предложения, образованные с помощью «если..., то»:
(1) «Если х = 3, то х2 = 9»
и
(2) «Если х2 = 9, то х = 3».
О предложении (1) обычно говорят, что оно верно (истинно), о предложении (2) — что оно неверно (ложно). В каком же смысле по​нимают в них словосочетание «если..., то»?
Если понимать его в смысле импликации, то обе импликации, (1) и (2), выражают высказывательные формы. При этом (1) обращается в истинное высказывание при любом значении х, т. е. высказывание 
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истинно, а (2) представляет собой высказывательную форму, обра​щающуюся при одних значениях переменной х (например, 0, 1, 2, 3) в истинное высказывание, при других («—3») — в ложное, т. е. вы​сказывание 
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ложно.
Таким образом, когда говорят, что (1) истинно, а (2) ложно, то словосочетание «если..., то» понимается не в смысле импликации, а как синоним для выражения «из... следует», т. е. как обозначение от​ношения следования: в (1) утверждается, что если предложение «х = 3» истинно, то и предложение «х2-9» истинно или «х2-9» истинно по крайней мере при всех тех значениях х, при которых ис​тинно «х = 3». Это и означает, что <а2 = 9» следует из «х = 3».
Важнейшее отношение между предложениями, отношение следова​ния, очень часто встречающееся в школьном обучении, целесообразно обозначить соответствующим символом «
[image: image69.wmf]Þ

». Итак, мы установили, что
[image: image70.jpg]Q==X =,




 так как высказывание «
[image: image71.wmf]"

x (если х = 3, то х2 — 9)» истинно.
Когда же говорят, что предложение (2) ложно, имеют в виду, что из «х2=9» не следует   «х= 3», т. е. что высказывание «
[image: image72.wmf]"

x (если х2= 9, то х = 3)» ложно.
Вообще, пусть А(х)» и «В(х)»— предложения, содержащие сво​бодную переменную х. Когда же мы говорим, что из «А(х)» следует «В(х)»?
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обращается в истинное высказывание по крайней мере при всех тех значениях х, при которых «А(х)» обра​щается  в истинное высказывание. Это означает, что высказывание         .
Где «
[image: image74.wmf]É

»-знак импликации истинно.

Определенное таким образом отношение следования распростра​няется на любые предложения: из предложения «А» следует предло​жение «В», если «В» истинно по крайней мере во всех случаях, когда истинно  «А».
Если из «А» следует «В» и из «В» следует[image: image75.png]«A» (¢A=>B>» n «B=> A»)



,то предложения «А» и «В» равносильны,   что обозначается символом [image: image76.png]«A < B»



. Например,[image: image77.png]iy =MWeaewx(x—3) =0



,   так    как
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Важно отметить, что записи «А(х)
[image: image80.wmf]Þ

В(х)» и «А(х)
[image: image81.wmf]Û

В(х)» представляют собой высказывания (а не высказывательные формы), первое — высказывание о следовании одного предложения («А(х)») из другого («В (х)»), второе — высказывание о равносильности двух предложений («А(х)» и «В(х)»).
2.5. С отношениями следования и равносильности связаны приме​няющиеся в школьном обучении выражения: «необходимое усло​вие»,  «достаточное условие»,  «необходимое и достаточное условие».
Если из предложения «А» следует предложение «В» («А
[image: image82.wmf]Þ

В»), то «А» выражает достаточное условие для «В», а «В» — необходимое ус​ловие для «А» (если из «А» следует «В», то истинность «А» достаточна для истинности «В», а истинность «В» необходима для истинности «А»).
Таким образом, обороты речи: «Из А следует В», «А — достаточ​ное условие для В» и «В — необходимое условие для А» — по суще​ству применяются в качестве синонимов.
Если «А
[image: image83.wmf]Û

В», т. е. предложения «А» и «В» равносильны («А
[image: image84.wmf]Û

В», или «A
[image: image85.wmf]Þ

В и В
[image: image86.wmf]Þ

А»), то, исходя из приведенных выше синонимов для «следует», можно утверждать, что каждое из предложений «A» и «В» выражает необходимое и достаточное условие для другого. Та​ким образом, обороты речи: «A равносильно В», «A необходимо и до​статочно для В», «В необходимо и достаточно для A» — применяются в качестве синонимов.
Встречаются случаи, когда из «А» следует «В», но из «В» не сле​дует «А», т. е. предложения «А» и «В» неравносильны. В этом случае «А» — достаточное, но не необходимое условие для «В», а «В» — не​обходимое, но недостаточное условие для «А».
Математические предложения часто формулируются с помощью оборота «если..., то», т. е. в виде импликаций.
Если импликацией «Если Р, то Q» выражается некоторая теорема, то первый член импликации «Р», т. е. предложение, записанное меж​ду словами «если» и «то», называется условием, а второй член импли​кации «Q», т. е. предложение, записанное после слова «то», — заклю​чением теоремы.
Для импликации
«Если Р, то Q» (1)
определим еще три импликации следующим образом:
а) Если в (1) поменять местами «/>» и «Q», то получим предложение
«Если Q, то Р»(2)
называемое обратным по отношению к предложению (1).
б)   Если в (1) заменить «Р» и «Q» их отрицаниями «Р» и «Q» соот​ветственно, получим предложение
«Если Р, то Q»(3)
называемое противоположным по отношению к предложению (1).
в)   Если в (1) произвести одновременно преобразования, указан​ные в а) и б), получим предложение
«Если Q, то Р»(4)
называемое контрапозитивным (противоположно-обратным,  или об​ратным противоположному) по отношению к предложению (1).
Легко установить (хотя бы с помощью истинностных таблиц или непосредственными рассуждениями), что предложения (1) и (4), (2) и (3) равносильны:
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Таким образом, если предложение «Если Р, то Q» — теорема не​которой теории, то равносильное ему предложение «Если Q, то Р» тоже принадлежит этой теории (истинно), причем, если первое до​казано,  второе   уже  не требует специального доказательства.
Так, предложение «Если многоугольник правильный, то около него можно описать окружность» — геометрическая теорема. Поэто​му и контрапозитивное предложение «Если около многоугольника нельзя описать окружность, то многоугольник неправильный» тоже геометрическая теорема, причем она уже не нуждается в дока​зательстве, если первое доказано.
Если предложение «Если Р, то Q» — теорема некоторой теории, то обратное предложение «Если Q, то Р» может и не быть теоремой этой теории. Это хорошо известно из школьной математики, где встре​чаются примеры, когда предложение, обратное некоторой теореме, также является теоремой (обратной теоремой), и много примеров, когда обратное предложение не является теоремой. В приведенном выше примере обратное предложение «Если около многоугольника можно описать окружность, то этот многоугольник правильный» не является теоремой (это легко установить с помощью контрприме​ра, т. е. неправильного многоугольника, например равнобедренной трапеции или прямоугольника).
2.6. В обучении математике часто приходится формулировать отрицания предложений сложной логической структуры. Обычно это Делается интуитивно, без явного применения каких-либо логических правил и при этом часто допускаются ошибки.
Правила построения и преобразования отрицаний предложений сложной логической структуры (сведение отрицаний к элементарным формулам) основаны на нескольких легко разъясняемых учащимся равносильностях, выражающих известные и широко применяемые за​коны логики:
(1)  «Неверно, что не А»   равносильно   «А»
[image: image88.png](<A & A)




(закон двойного отрицания позволяет заменить предложение «Неверно, что не А» предложением «А»).
(2)  «Неверно, что А и В» равносильно «Не А или не В»
[image: image89.png](<A n B o A nm By).




(3)  «Неверно, что А или В» равносильно «Не Л и не В»

[image: image90.png]AuwmBeoAn E»)




(законы де Моргана позволяют заменить предложение «Неверно, что А и В» предложением «Не А или не В» и предложение «Неверно, что А или В» предложением «Не А и не В»).
(4)  «Неверно, что если А, то В» равносильно «А и не В»
[image: image91.png](<Ecan 4, 10 B> A n B)




(закон отрицания импликации позволяет заменить предложение «Не​верно, что если А, то В» предложением «А и не В»).
(5)«Неверно, что для всякого х (имеет место) А» равносильно «Существует ли такое, что не (имеет место) А»
[image: image92.png](«VxA (x) & IA (x).




(6)  «Неверно, что существует х такое, что (имеет место) А» равно​сильно «Для всякого х не (имеет место) А»
[image: image93.png](«IxA (x) & VxA (x))




(законы (5) и (6) дают следующее правило преобразования предложе​ний, начинающихся с кванторов: квантор общности заменяется кван​тором существования, квантор существования — квантором общ​ности, а знак отрицания переносится на выражение, стоящее за кван​тором).
Перечисленные законы (1)—(6) и основанные на них правила преобразования предложений достаточно просты, и их легко разъяс​нить учащимся на конкретных примерах.
Покажем несколько примеров применения этих правил: 1) Обратимся еще раз к определению прямой, перпендикулярной к плоскости:
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Возьмем теперь отрицания левой и правой частей определения, получим, что прямая не перпендикулярна плоскости:
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2) Рассмотрим определение четной функции: [image: image96.png]!#— yeTHas Q)yﬂxuum:p Vx €D () (—x €D (huf(—x) =
8 =W




Что же означает: «f не является четной функцией»?
«f не является четной функцией»[image: image97.png]= «Ix €D ()(—x¢D ()



 или
[image: image98.png]F(=x) = [ (x)p.




3)  Чем   сложнее   структура   предложения,   тем   более   вероятны ошибки при построении его отрицания.
Рассмотрим определение предела функции в точке:
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Что же означает: «Число b не является пределом функции f при х
[image: image100.wmf]®

а»?
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4) «f — периодическая функция» 
[image: image102.png]



«f не является периодической функцией»
[image: image103.wmf]Û
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Правила построения отрицаний предложений сложной логической структуры могут быть разъяснены учащимся постепенно в процессе обучения математике. Значимость этих правил сопоставима со зна​чимостью грамматических правил. Раз усвоенные, они применяются затем автоматически, освобождая от необходимости в каждом случае искать решение.
§ 3. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

3.1. Говоря «математическое доказательство», мы имеем в виду доказательство математических предложений, или, точнее, доказа​тельство предложений в рамках какой-нибудь математической тео​рии. Дальше будем пользоваться термином «доказательство» в смысле «математическое доказательство».
Исходя из такого понимания этого термина, мы различаем содер​жательные (неформальные) и формальные доказательства, применяющиеся соответственно в содержательных (неформальных) или полуформальных и в формальных математических теориях.
В школьном обучении некоторые начальные фрагменты математических теорий (арифметики, алгебры, геометрии, анализа) излагаются содержательно (неформально). Поэтому и доказательства в школь-ной математике строятся как содержательные доказательства, в ко​торых используются обычные рассуждения, а правила логического вывода не фиксируются.
Вопрос о том, как мы доказываем, как доказываемое предложение получается из уже известных истинных предложений данной теории, остается в установившейся практике обучения по существу не разъяс​ненным. Часто встречающийся ответ («С помощью рассуждения»), очевидно, ничего не разъясняет (понятие доказательства «разъяс​няется» с помощью понятия рассуждения, которое само нуждается в разъяснении). Обучение же дедуктивному доказательству без разъ​яснения применяемой в нем логики (правил вывода) подобно обуче​нию кладке кирпичной стены без всякого упоминания о растворе. Вот почему в результате такого обучения доказательству учащиеся часто строят «доказательства», которые разваливаются так же, как стены, сложенные из кирпича, не скрепленного раствором.
Вопрос о разъяснении в процессе обучения математике простей​ших применяемых неявно в доказательствах правил вывода (схем дедуктивных рассуждений) давно является  предметом дискуссии в нашей и зарубежной методической литературе.   Речь идет не о том, чтобы в школьном обучении применялись доказательства в полной логической форме с выявленной логикой.   Такие доказательства (се​мантические аналоги формальных доказательств) очень громоздки и непригодны для практики доказательства. Речь идет лишь о том, чтобы показать учащимся на отдельных конкретных примерах, что те до​казательства,  которые мы обычно строим,   являются   свернутыми, сокращенными формами доказательства, которые можно преобразо​вать в полные логические формы выявлением используемых неявно правил вывода (следования). Ясно, что этот вопрос может не выделять​ся в качестве специальной темы программы, так как он относится не к содержанию, а к методам обучения математике. Методы обучения доказательству, включающие раскрытие логики доказательств, спо​собствуют интенсификации  влияния  обучения  на развитие логики мышления учащихся. Они могут осуществляться  по крайней мере на факультативных занятиях или в классах с углубленным изучением математики.  Учитель должен  уметь     развертывать доказательства в полную логическую форму еще и потому, что эта форма поможет ему сравнивать различные содержательные,  свернутые доказатель​ства с целью оценки их сложности, поможет ему сформулировать мето​дически целесообразные вопросы для выяснения понимания учащими​ся способа и хода доказательства.
Простейшие правила вывода могут быть выявлены и разъяснены с помощью логического анализа конкретных доказательств с целью выяснения, как доказываемое предложение выводится (следует) из других (посылок).
Приведем в качестве примера логический анализ двух различных доказательств предложения  «Диагонали  прямоугольника равны».
Предварительно отметим, что различные доказательства одной и той же теоремы могут отличаться как математическими посылками
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(т. е. используемыми в них истинными предло​жениями данной теории — аксиомами, опреде​лениями, ранее доказанными теоремами), так и логикой (используемыми в них правилами вывода, которые в содержательных доказатель​ствах, разумеется,  не фиксируются).
Математические посылки характеризуют способ доказательства, который, очевидно, за​висит от принятой системы  изложения теории.
Мы рассмотрим два способа доказательства названной выше теоремы: с помощью осевой симметрии и с помощью равных треугольников.
Прежде всего сформулируем доказываемое предложение в виде импликации: «Если четырехугольник — прямоугольник, то его диа​гонали равны» или «Если ABCD — прямоугольник, то |АС|=|BD|» (рис. 11).
Сначала приведем два содержательных доказательства в сверну​той форме, как они обычно излагаются в школьных учебниках.
Доказательство I. Точки D и В симметричны точкам А и С относительно оси MN (рис. 11). (Это непосредственно следует из ранее доказанной теоремы «Серединный перпендикуляр к стороне прямоугольника является его осью симметрии».) Значит, отрезки АС и DB симметричны относительно оси MN. Поэтому |АС|= |DB|.
Доказательство II. 
[image: image104.wmf]D

BAD=
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CDA, так как они пря​моугольные (
[image: image106.wmf]Ð

A=
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D= 90°), |AB|=|CD| как противоположные стороны прямоугольника, и  |AD|— общая сторона. Следовательно, |АС|=|BD|»
С помощью логического анализа доказательства I мы выявим и разъясним некоторые правила вывода, а затем, используя эти же правила, представим в полную логическую форму и доказательство II.
Логический анализ доказательства I. С целью анализа доказательства I выделим участвующие в нем предло​жения, опуская при этом фигурирующие в тексте доказательства слова «значит», «поэтому» и разбивая сложные предложения на эле​ментарные.
Очевидно, можно записать доказательство I в виде последователь​ности из четырех предложений:
1  «SMN(A)=D».
2. «SMN(C)=B».
3. «SMN([AC]) = [DB]».
4. |АС|= |DB||».
Однако эта последовательность предложений еще не является полной записью доказательства. В ней не видно, на основе каких Дедуктивных рассуждений (правил вывода) предложение 4 полу​чается  из предшествующих ему.
Выясним какими предложениями необходимо его дополнить, чтобы получить полную (развернутую) запись доказательства. Рассмотрим по порядку каждое из предложений 1—4.
В силу чего истинно предложение 1?
По-видимому, в силу ранее доказанной теоремы, так как мы про​вели MN как серединный перпендикуляр отрезка АВ.
А как установить истинность предложения 2?
Из предложения 1 по теореме о серединном перпендикуляре к стороне прямоугольника следует, [image: image108.png]S, (ABCD) = (DCBA),




а из этого предложения следует предложение 2.
Предложение 3 следует из предложений 1 и 2 по свойству осевой симметрии, а предложение 4 следует из предложения 3 по определе​нию равенства отрезков. 
Но когда мы говорим «следует», подразумевается применение некоторого правила следования (вывода), которое в обычной прак​тике доказательства, разумеется, не фиксируется.
Попробуем сейчас записать дополненную последовательность предложений и справа, там, где мы показываем, на каком основании предложение входит в доказательство (анализ доказательства), по​ставим знак вопроса вместо пока неизвестного нам правила вывода, применение которого представляется необходимым для получения данного предложения как следствия каких-то предшествующих ему.
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 Займемся теперь снятием вопросительных знаков. Хотя их много, но обозначают они не обязательно различные правила вывода. Мы убедимся без особого труда, что для снятия всех этих знаков вопроса достаточно лишь двух правил вывода.
Обозначим элементарное предложение 1 через Р, а элементарное предложение 3 через Q. Тогда первые три предложения нашей после​довательности запишутся так:
1.   «Р».
2.   «Если Р, то Q».
3.   «Q».
И чтобы предложение 3 следовало из предложений 1 и 2, необ​ходимо правило вывода, которое независимо от содержания предло​жений «Р» и «Q» допускает следование из предложений вида «Р» и «Если Р, то Q», предложения «Q».
Если же теперь через Р обозначить предложение 3, а через Q — предложение 5, то это последнее предложение получится из 3 и 4 по этому же правилу.
Очевидно, что по этому же правилу получается предложение 7 из предложений 5 и 6, и предложение 10 из предложений 8 и 9 (в по​следнем случае Р обозначает сложное предложение «SMN(A)=D и SMN(C)=B») и предложение 12 из предложений 10 и 11.
Для получения же предложения 8 из предложений 3 и 7 необхо​димо правило, позволяющее из двух предложений «Р» и «Q» получить как следствие предложение «Р и Q».
Итак, мы выяснили, что логика приведенного доказательства представлена двумя правилами вывода: [image: image110.jpg]«Py; «ecam P, 10 Q» «P»; «Q»
(1) o " m«PnQ»'




Но как убедиться в том, что эти правила вывода (схемы дедуктивных рассуждений) допустимы, т. е. что никогда при истинных посыл​ках (они записаны над чертой), рассуждая по этим схемам, мы не можем получить ложных заключений (заключения записаны под чертой)?
Для разъяснения этого вопроса достаточно знать, в какой зави​симости находятся истинностные значения предложений «Если Р, то Q» и «Р и Q» от истинностных значений составляющих предложе​ний «Р» и «Q», т. е. точный смысл логических операторов «если..., то» и «и»: предложение «Если Р, то Q» обычно считают ложным тогда и только тогда, когда «Р» истинно, a «Q» ложно, предложение же «Р и Q» считается истинным тогда и только тогда, когда «Р» и «Q» оба ис​тинны.
Поэтому, если обе посылки правила (1) («Р» и «Если Р, то Q») истинны, заключение «Q» не может быть ложным, иначе при «Р» ис​тинном и «Q» ложном посылка «Если Р, то Q» оказалась бы ложной.
Аналогично, если обе посылки правила (2) («Р» и «Q») истинны, заключение «Р и Q» не может быть ложным, иначе одна из посылок, «Р» или «Q», оказалась бы ложной.
Правило (1) называется правилом заключения (ПЗ), правило (2) — введением конъюнкции (ВК).
Теперь мы можем снять все знаки вопроса. Получим следующую полную запись доказательства I: 
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Это же доказательство можно построить с помощью несколько иной логики, кроме ПЗ и ВК, используя и правило силлогизма (ПС): 
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Какое же новое правило вывода обозначено пока знаком вопроса? Нетрудно заметить, что в обоих случаях применения этого пока неизвестного правила нам нужно, чтобы из двух посылок вида
«Если Р, то Q» и «Если Q, то R»
можно было вывести заключение
«Если Р, то R»,
т. е. в приведенной выше полной записи доказательства возникает необходимость в применении правила вывода:
[image: image113.png]cecmu P, To Q»; «eciu Q, 10 R»
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называемого правилом силлогизма (ПС).
Доказать, что такое правило вывода допустимо, можно способом «от противного».
Допустим, что из посылок «Если Р, то Q», и «Если Q, то R» не сле​дует заключение «Если Р, то R», т. е. возможен случай, когда обе посылки истинны, а заключение ложно. Но предложение «Если Р, то R» ложно только в одном случае, когда «Р» = И и «R» = Л. В этом случае, так как «R» = Л, а «Если Q, то R» должно быть истин​ным, то «Q» = Л; так как «Если Р, то Q» истинно, то и «Р» = Л. Итак, мы получили противоречие («Р» = И, «Я» = Л). Значит, наше предположение, что заключение «Если Р, то R» не следует из посылок «Если Р, то Q» и «Если Q, то R», неверно и правило силлогизма обо​сновано. Это означает, что всякое рассуждение, построенное по этому правилу (по этой схеме), правильно, т. е. не может привести от истин​ных посылок к ложному заключению.
С помощью уже имеющихся у нас правил вывода (ПЗ, ВК, ПС) можно записать и полную форму доказательства II:
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Как видим, два различных способа доказательства (I и II) свой​ства диагоналей прямоугольника в развернутой полной, форме имеют примерно одинаковую длину доказательства.
3.2. Мы показали одну из возможных методик выявления и разъ​яснения простейших схем дедуктивных рассуждений (правил вывода) с помощью логического анализа доказательств.
Логический анализ проводится по трехступенчатой схеме: 1) свер​нутое содержательное доказательство записывается в виде последовательности предложений (в этой записи обычно отсутствуют первые посылки рассуждений, из которых складывается доказательство, т. е. следствия из определений, аксиомы, р. д. т., условия доказывае​мой теоремы, которые подразумеваются); 2) полученная последова​тельность предложений дополняется не высказанными явно посыл​ками; 3) выясняется, какие правила вывода нужны, чтобы можно было утверждать, что доказываемое предложение доказано.
Таким же способом можно разъяснить и другие широко применяе​мые (в неявном виде) правила вывода:
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И некоторые другие.
ПК и СА широко применяются в косвенных доказательствах (о которых пойдет речь дальше). В правиле сведения к абсурду «Г» обо​значает некоторый список посылок, который, в частности, может оказаться и пустым, а «
[image: image116.wmf]Þ

» — следование.
Обучение дедукции, включающее разъяснение простейших схем дедуктивных рассуждений, неявно применяемых в доказательствах, является необходимым условием успешного применения дедукции как метода обучения, метода получения новых знаний.
В этом убеждает большое число ошибочных рассуждений, допу​скаемых учащимися в результате обучения,  пренебрегающего этим условием. Необходимо учить не только правильно строить дедуктив​ные рассуждения, но и распознавать неправильно построенные. Это имеет не менее важное образовательное и воспитательное значение.
Например, ученик следующим образом «доказал», что числа 14 и 15 взаимно простые:
[image: image117.png]«Ecan a u b — B3anmHO npoctsie yncaa, To HOI (a, b) = 1,
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Логический анализ этого рассуждения позволяет представить его в виде цепочки из двух рассуждений, т. е. такой последовательности из двух рассуждений, что заключение первого является посылкой во втором:
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II. «Если14 и 15 — взаимно простые числа, то НОД (14, 15)= 1,
[image: image119.png]HOZ (14, 15) = 1.
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Рассуждение I правильно. Оно построено по правилу конкретиза​ции:
[image: image120.png]Va, b Al(a, b)»
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(в посылке этого рассуждения подразумеваются кванторы общности по переменным а и Ь).
Рассуждение же II, построенное по схеме:

[image: image121.jpg]«Ecan A, 10 By, «B»
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Легко показать, что так рассуждать нельзя (при «Л» = Л и «В» = И обе посылки истинны, а заключение ложно).
С помощью таких «рассуждений» (т. е. рассуждений, построенных по такой схеме) можно доказать что угодно, в том числе, что произволь​ный четырехугольник — параллелограмм («Если ABCD — парал​лелограмм, то ABCD — четырехугольник; ABCD — четырехуголь​ник; следовательно, ABCD — параллелограмм»), что произвольное дерево — береза («Если это — береза, то это — дерево; это — де​рево; следовательно, это — береза») и что в аудитории сидят мед​веди («Если в аудитории сидят медведи, то в аудитории сидят живые существа; в аудиторий сидят живые существа; следовательно, в ауди​тории сидят медведи») и т. д.
3.3. В математике и в обучении математике часто используются различные варианты косвенного доказательства (известного из школь​ного курса под не совсем удачным названием доказательства способом «от противного»).
Рассмотрим логические основы косвенного доказательства.
Косвенное доказательство некоторой теоремы Т состоит в том, что исходят из отрицания Т, называемого допущением косвенного дока​зательства (ДКД), и выводят из него ложное заключение примене​нием (чаще всего неявно) правила сведения к абсурду (СА).
Отрицание «Т» доказываемого предложения «Т» присоединяется к посылкам и устанавливается (с помощью доказательства) следова​ние
«Г, 
[image: image122.wmf]T

 => 
[image: image123.wmf]A

, где Г => А».
По свойствам следования (так как Г => А) имеем также
«Г, 
[image: image124.wmf]T

 => 
[image: image125.wmf]A


Но из «Г, 
[image: image126.wmf]T

 => 
[image: image127.wmf]A

и «Г, 
[image: image128.wmf]T

 => 
[image: image129.wmf]A

 (по правилу СА) получаем «Г=>
[image: image130.wmf]T

», или «Г=>Т», т. е «Т» — теорема (теорема доказана). Часто косвенное Доказательство доводят до получения противоречия, т. е.  конъюнкции вида «Л и Л», при этом доказательство завершается утвержде​нием «полученное противоречие доказывает теорему».
Выясним точный смысл этих слов (что значит «противоречие до--казывает теорему»).
Установлено следование

[image: image131.png]O, T=A u D,




и так как заключение[image: image132.png]«Au A»



ложно, то по крайней мере одна из посылок ложна (если все посылки истинны, заключение не может быть ложным). Но все посылки из «Г» истинны. Следовательно, ложна посылка «Т», а значит, «Т» истинно, т. е. теорема доказана.
Так как в школьном обучении доказываемое предложение очень часто представляется в виде импликации, «Т»: «Если Л, то В», то ДКД в таком случае будет: «Неверно, что если Л, то В», или равно​сильное предложение
[image: image133.png]«A u By.




Из посылок Г, Л и В нужно вывести противоречие, или получить в качестве следствия предложение, являющееся отрицанием известного истинного предложения.
Приведем пример анализа косвенного доказательства.
Пусть а, Ь, с — различные прямые на плоскости и требуется до​казать предложение «Т»:
[image: image134.png]«Ecti allcu b |lc, Toallb» (1)
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Из ДКД (по правилу удаления конъюнкции — УК) получаем:
[image: image135.jpg]alleunble 3)
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По определению параллельных прямых получаем: 

[image: image136.jpg]Ecm afib, 10 3C(C €au C €b). X (6))




Из (4) и (5) по ПЗ получаем:
[image: image137.jpg]3C(CeEauCeb).

6)




Из (3) и (6) по ВК:
[image: image138.jpg]allenbllen 3C(C €anC €b). (8)




Но по аксиоме параллельных (принадлежащей множеству посылок Г) неверно, что

[image: image139.jpg]alleunbllen 3C(C €anC €b).




Итак, мы установили следование
[image: image140.jpg]T,alle blle, ajb=(7) u (8),




т. е. из наших допущений вывели противоречие «(7) и (8)», которое и доказывает теорему.
Одна из наиболее простых форм косвенного доказательства осно​вана на использовании контрапозиции, т. е. вместо того чтобы до​казать теорему «Если А, то В» доказывают равносильное предложе​ние «Если 
[image: image141.wmf]B

, то 
[image: image142.wmf]A

». Например, вместо того чтобы доказать предло​жение «Если накрест лежащие углы, образованные при пересечении прямых а и b секущей, равны, то прямые а и b параллельны», доказы​вают равносильное предложение (контрапозицию): «Если прямые а и b (на плоскости) не параллельны, то накрест лежащие углы, об​разованные при пересечении этих прямых секущей, не равны».
Имеется ряд специальных форм косвенного доказательства. Рас​смотрим часто встречающуюся в практике доказательства форму, из​вестную под названием доказательства методом исключения.
Допустим, что нам нужно доказать предложение «Если Р, то Q1», т. е. установить, что «Г, Р
[image: image143.wmf]Þ

 Q1».
Наряду с заключением «Q1» рассматриваются все остальные воз​можности («Q2», «Q3».. «Qn»).т.е.  такие, что
[image: image144.png]«Q; man Qy wm ... wam Q, € Iy,




т. е. является аксиомой, определением, ранее доказанной теоремой или следствием из них. Затем доказывают, что каждая из остальных возможностей «Q2», ..., «Qn» ведет к противоречию и, таким образом, получают 
[image: image145.wmf]Q

2 и 
[image: image146.wmf]Q

3 и ..., и 
[image: image147.wmf]Q

n или равносильное предложение «Неверно, что Q2 или Q3 или ... или Qn».
Из «Q1 или Q2 или Q3 или ... или Qn» и «Неверно, что Q2 или Q3 или ... или Qn»,
применяя правило удаления дизъюнкции (УД из «A или  В» и «
[image: image148.wmf]B

» следует «A»), получаем «Q1».
В качестве иллюстрации проведем логический анализ доказатель​ства методом исключения теоремы: «Если любая плоскость, пересе​кающая прямую а, пересекает и прямую Ь, то эти прямые парал​лельны».
Требуется установить следование:
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Обозначает предложение «Плоскость 
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 пересекает прямую а»). Исходим из предложения
[image: image151.png]«Q mam Qu mam Qy: a || b a X buma - by,

1)




Принадлежащего Г([image: image152.png]


обозначает отношение скрещивания прямых).
 Допущение [image: image153.png]Q:axb naer Ja(xXa u 7uxb)



 (достаточно провести произвольную плоскость а через Ь, отличную от плоскости, определяемой пересекающимися прямыми а, Ь) или, так как 
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получаем:
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«Если Q2, то Р» и «Р» по ПО (правилу отрицания: из «Если А, то В» и 
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 следует 
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) получаем:
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Аналогично допущение[image: image159.png]Qs :
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приводит к
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 (4)
(достаточно через b  и  какую-нибудь точку прямой а провести пло​скость).
Получаем из[image: image161.png]«Eeau Qa, 1o P» u «P» 1o 110:
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(5)
Из (3) и (5) по ВК получаем Q2 и Q3, или равносильное предложе​ние неверно, что Q2 или Q3:
неверно,  что а х b или а[image: image163.png]


 Ь.
Из (1) и (6) по УД получаем:
[image: image164.jpg]Q :allb.



(6)
3.4. Метод математической индукции — специальный метод дока​зательства, применяемый к предложениям типа
[image: image165.png]Wx €N P(xp



 (1)
(т. е. к предложениям, выражающим некоторое свойство,   присущее любому натуральному числу) или
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(2)
(любому натуральному числу, большему некоторого натурального числа k).
Так как непосредственная проверка наличия свойства «Р» у лю​бого натурального числа или у любого натурального числа, больше​го k, невозможна ввиду бесконечности множества N, то поступают следующим образом: устанавливают наличие этого свойства у числа 1, т. е. истинность предложения «P(1)», и доказывают, что из допуще​ния о наличии его у некоторого х следует наличие этого свойства и у непосредственно следующего числа х + 1. После этого заключают об истинности предложения (1) или (2), т. е. что свойством «Р» обла​дает любое натуральное число или любое натуральное число х > k.
Как видим, в этом рассуждении использовано правило вывода:
[image: image167.png]P(l); P(x)==P(x+1)
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называемое правилом индукции.
Основой этого правила служит аксиома математической индукции, одна из аксиом, характеризующих структуру натурального ряда: «Если число 1 обладает свойством Р и для некоторого х из того, что число х обладает этим свойством, следует, что и непосредственно следующее за ним натуральное число х + 1 обладает им, то всякое натуральное число обладает свойством Р» (или: «Если число k обла​дает свойством Р и для произвольного х > k из того, что число x обладает этим свойством, следует, что и непосредственно следующее  за ним натуральное число х + 1 обладает им, то всякое натуральное число, большее k, обладает свойством P»).
Проиллюстрируем метод математической индукции на простом (школьном) примере.
Пусть необходимо доказать предложение
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Таким образом,
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Подставив 1 вместо х в (1), получаем 1 =
[image: image170.wmf]2
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*
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, т. е. «Р (1)»- истинное высказывание.
Пусть теперь (1) верно для произвольного х. Докажем,  что (1) верно и для х + 1, т. е. что
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Действительно,
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Таким образом, мы доказали, что[image: image173.png]«P (x)=>P (x + 1),



по правилу индукции  заключаем  об  истинности   предложения   (1)  для   всякого [image: image174.png]



Общая схема доказательства методом математической индукции может быть представлена следующим образом:
1.   «Р (1)»                        —устанавливается проверкой.
2.  «Р (х)
[image: image175.wmf]Þ

 Р (х + 1)»    — доказывается.
3.   «Vx 
[image: image176.wmf]Î

 N Р (х)»         — следует из (1) и (2) по правилу индукции.
3.5. В практике школьного обучения математике наиболее часто используется прямое доказательство. Мы указали выше (3.1), что в практике всегда применяют содержательные доказательства в свер​нутом виде. Мы также показали два примера обычных свернутых доказательств (теоремы о диагоналях прямоугольника), логическим анализом которых мы постепенно перешли к логически полным (раз​вернутым) доказательствам (этой теоремы). Далее (3.3) мы уточнили понятие косвенного доказательства.
Таким образом, уточненное (логически полное, содержательное) доказательство отличается от формального доказательства лишь ис​толкованием используемой логики. В первом случае используемые правила вывода интерпретируются как правила следования (уста​навливаемые на базе отношения семантического следования с при​менением истинностных значений).  Во втором правила вывода   никак не интерпретируются и устанавливаются на базе логических ак​сиом и исходных правил.
Сопоставим теперь логически полное доказательство с применяе​мым в практике свернутым доказательством для выявления основных различий между ними.
	Логически полное доказательство
	Свернутое   доказательство

	1.  Точное понятие.   
2.  Включает все посылки.
3.  Не опускает никаких промежуточных рассуждений.
4.   Явно указывает    используемые правила вывода
	1. Интуитивное понятие.
2. Опускает некоторые, в частности общие, посылки.
3. Опускает отдельные шаги (про межуточные рассуждения)
4. Не фиксирует используемую ло​гику.



  Так же как переход от свернутого доказательства к логически полному неоднозначен (последнее может строиться с использованием различных правил вывода), обратный переход (от логически полного к свернутому доказательству) является неоднозначным. Исходя из определенного логически полного доказательства некоторой теоремы, можно строить различные свернутые доказательства этой теоремы (т. е. полное доказательство можно по-разному свертывать). Этим (свернутым) доказательствам, отличающимся числом пропущенных шагов, иногда приписывают различные уровни строгости. Можно говорить, по-видимому, и о наиболее высоком, допустимом для дан​ного этапа обучения уровне (исходя из возможностей учащихся). Как видим, понятие уровня строгости доказательства носит в какой-то мере прагматический характер, отражая отношение между до​казательством и тем, кто его ищет, строит, усваивает. Если доказа​тельство находится ниже некоторого «граничного снизу» уровня стро​гости, оно по существу перестает быть доказательством и только такое «доказательство» можно назвать «нестрогим». Таким образом, нестро​гое доказательство это не доказательство. Вопрос же об уровнях стро​гости доказательств, адекватных различным этапам обучения, есть важная психолого-педагогическая задача. Дело в том, что даже не​большое повышение этого уровня (разумеется, без достижения какой-то абсолютной логической полноты и строгости, недостижимой в применяемых доказательствах) приводит к значительному услож​нению доказательства, делая его непонятным для учащихся.
Не отрицая методических достоинств известных учебников А. П. Киселева, нельзя не отметить, что один из их существенных недостатков состоял в том, что уровень строгости доказательств в этих учебниках был примерно одинаков  в VI и IX классах, был порою слишком высок и недоступен для шестиклассников и слишком низок для девятиклассников.
Многолетней практикой установлено, а психологией обосновано, что уровень строгости доказательств должен быть адекватен возраст​ным возможностям учащихся. Школьный учебник и методика преподавания должны разрабатываться с учетом этого психологического фактора. Нельзя ожидать результата процесса до того, как сформи​рован сам этот процесс. Процесс доказательства — сложный процесс мышления, и он формируется лишь постепенно, от простых к более сложным структурам. Этому должны соответствовать и постепенное усложнение структуры доказательства, постепенное повышение его уровня строгости. Таковы закономерности мышления, обусловливаю​щие и закономерности обучения.
3.6. Мы говорили выше (3.1—3.4) о доказательстве как о готовой конструкции. Однако обучение доказательству — педагогическая про​блема, включающая не только анализ готовых доказательств. Это прежде всего проблема обучения поиску доказательства и его корректному построению. Задача состоит не в том, чтобы учащиеся заучили отдельные готовые доказательства (изложенные в учебнике и объясненные учителем на уроке), а в том, чтобы научить их доказывать. Если иметь в виду, что доказывать означает рассуждать, то нетрудно оценить значение этой задачи, ее решение в процессе обучения математике.
Учитывая роль доказательств в математике (один известный ма​тематик говорил, что «доказательство в математике не все, но без него в ней нет ничего») и в усвоении математических знаний, методы обу​чения доказательству уместно отнести к методам обучения математике (гл. IV).
Задача «доказать предложение: ...» принадлежит одному из важ​нейших классов нестандартных задач, а вопрос о поиске доказатель​ства — частный случай общего вопроса поиска решения задач. Мето​дическое решение этого вопроса — существенный элемент методики развития творческого мышления учащихся. Этот вопрос рассматри​вается в следующей главе.
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Глава IV МЕТОДЫ ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ
Одно из центральных мест в дидактике (общей теории обучения) и в методике преподавания математики (конкретной теории обучения, где учитывается специфика математики как учебного предмета) за​нимают методы обучения. Знание методой обучения математике необходимо для организации эффективного обучения школьников.
Как учебный предмет «математика» обладает многими лишь ей присущими чертами. Главной из них является высокая степень обоб​щенности изучаемых понятий, которая проявляется буквально сразу, при первом же знакомстве с математикой на уроках. В силу этого в процессе обучения необходимо использовать различные методы, отражающие эту особенность и при формировании математических понятий, и при знакомстве с задачами, возникающими при использо​вании этих понятий в практической и учебной деятельности. Суще​ственно отметить, что указанные методы способствуют развитию мыш​ления школьников, повышают их общую культуру, способности к переносу понятий и приемов, сформированных на уроках математики, в процесс изучения других учебных предметов. Это происходит по​тому, что к числу методов обучения математике принадлежат такие важнейшие теоретические методы, как использование наблюдения, сравнения и аналогии, применение индуктивных и дедуктивных умо​заключений, анализ и синтез. В этой главе описаны перечисленные здесь методы, а также рассмотрены специальные методы обучения математике.
§ 1. ПРОБЛЕМА МЕТОДОВ ОБУЧЕНИЯ

1.1. Проблема методов обучения формулируется кратко с по​мощью вопроса как учить?
Для решения вопроса о том, как учить чему-то учащихся, надо, во-первых, выяснить, для чего это изучается, какие знания, умения и навыки должны приобрести учащиеся в результате этого изуче​ния; во-вторых, надо провести логико-дидактический анализ того, что изучается, т. е. выяснить структуру и другие особенности содер​жания обучения, его изложения в школьном учебнике; в-третьих, надо знать объект обучения, т. е. уровень мыслительной деятельности учащихся, какие у них имеются знания, умения и навыки, на которые можно опираться в обучении их данному содержанию.
Только при наличии достаточной информации по вопросам:   для чего?, чему? и кого? — мы можем успешно решить и вопрос как?, т. е. вопрос о выборе адекватных методов обучения, наилучшим обра​зом отвечающих целям, содержанию обучения и уровню мыслитель​ной деятельности и знаний учащихся.
Таким образом, проблема методов обучения решается с учетом целей обучения, специфики и структуры содержания (как учебного предмета в целом, так и отдельных его разделов, тем, понятий, ут​верждений) и особенностей мыслительной деятельности учащихся, состояния уже полученных ими в процессе предшествующего обуче​ния знаний, умений и навыков.
1.2.  Говоря о методах обучения математике, естественно прежде всего уточнить это понятие.
В дидактической литературе встречаются различные определения или разъяснения понятия «метод обучения», отражающие различные точки зрения на это центральное понятие теории обучения.
Мы не будем обсуждать и сравнивать эти определения и точки" зрения. Мы будем исходить из достаточно широко распространенного и интуитивно ясного представления о методах обучения как об упо​рядоченных способах взаимосвязанной деятельности учителя и уча​щихся, направленных на достижение целей обучения как средства образования и воспитания
.
Исходя из такого понимания методов обучения, описание каждого метода обучения должно включать: 1) описание обучающей деятель​ности учителя; 2) описание учебной (познавательной) деятельности ученика и 3) связь между ними, или способ, каким обучающая дея​тельность учителя управляет познавательной деятельностью учащих​ся.
1.3.  Предметом дидактики являются, однако, лишь общие методы обучения, т. е. методы, обобщающие определенную совокупность си​стем последовательных действий учителя и учащегося во взаимодей​ствии преподавания и учения, не учитывающие специфики отдельных учебных предметов.
Исследование возможностей конкретной реализации разработан​ных дидактикой общих методов в обучении математике путем их мо​дификации с учетом специфики математики и мыслительной деятель​ности учащихся различных возрастных периодов является предметом методики преподавания математики.
Кроме конкретизации и модификации общих методов обучения с учетом специфики математики, предметом методики является также Дополнение этих методов частными (специальными) методами обуче​ния, отражающими основные методы познания, используемые в самой математике.
Постановка проблемы отражения методов науки в обучении вполне правомерна. Во-первых, цели обучения включают усвоение не только определенной совокупности научных фактов, но и методов добывания этих фактов, используемых в самой науке. Во-вторых, методы науч​ных исследований — это методы приобретения новых знаний в нау​ке, методы обучения — это методы приобретения новых знаний в учебной (познавательной) деятельности. Поэтому вполне естественно, чтобы методы обучения отражали методы познания, используемые в данной науке, разумеется, в определенной, приспособленной для обучения форме, чтобы процесс обучения был в какой-то мере подо​бен процессу исследования.
Специальные методы обучения, отражающие методы самой мате​матики, имеют наибольшее влияние на формирование и развитие ма​тематического мышления учащихся (т. е. мышление, стиль и структу​ра которого специфичны для математики). Такое мышление, с одной стороны, необходимо для успешного усвоения математики, с другой — само развивается в результате целенаправленной постановки обуче​ния, в котором используются наряду с общими и специальные методы обучения.
Таким образом, система методов обучения математике состоит из общих методов обучения, разработанных дидактикой, адаптирован​ных к обучению математике, и из частных (специальных) методов обучения математике, отражающих основные методы познания, ис​пользуемые в математике.
1.4. Одна из задач, поставленных Коммунистической партией Советского Союза перед народным образованием, состоит в приве​дении самих методов обучения в соответствие с требованиями жизни.
Что это означает?
В отчетном докладе ЦК КПСС XXV съезду говорится: «...в совре​менных условиях, когда объем необходимых для человека знаний резко и быстро возрастает, уже невозможно делать главную ставку на усвоение определенной суммы фактов. Важно прививать умение самостоятельно пополнять свои знания, ориентироваться в стреми​тельном потоке научной и политической информации»
.
Таким образом, задача овладения учащимися прочными знания​ми, умениями и навыками дополняется задачей приобретения ими значительного интеллектуального потенциала, необходимого для са​мостоятельного отбора и переработки нужной информации, важней​шим элементом которого является умение творчески мыслить.
В чем же несоответствие нередко применяемых в практике обуче​ния методов требованиям современной жизни, вызвавшее постановку указанной выше задачи?
Применяемые методы обучения часто ориентированы главным образом на обучение готовым знаниям. Внешне эти методы прояв​ляются в хорошо известной форме, когда учитель излагает, объяс​няет, разъясняет учебный материал, привлекая различные средства наглядности и другие дидактические средства, а ученики восприни​мают адресованную им учебную информацию, затем заучивают ее и по требованию учителя воспроизводят. При этом, как правило, остается невыясненным, переработал ли ученик своим собственным умом эту информацию. Учебная деятельность ученика является в основном репродуктивной, а главным результатом такого обучения является в лучшем случае усвоение суммы фактов, причем не очень глубокое, а чаще всего и непрочное. Развивающий эффект таких методов обу​чения весьма низок, так как они не вызывают активной мыслительной деятельности ученика.
Естественно, во всякие времена существовали, а в наше время тем более имеется немало учителей, которые не ограничивают свою обу​чающую деятельность применением указанных выше методов обуче​ния. Однако правомерно говорить об этих методах, так как они до​вольно широко применяются в практике обучения.
Приведение методов обучения в соответствие с требованиями жиз​ни означает дополнение, развитие и целесообразное сочетание оправ​давших себя в практике традиционных методов с методами, главным образом ориентированными на обучение не готовым знаниям, а дея​тельности по самостоятельному приобретению новых знаний, т. е. познавательной деятельности.
Эти методы, которые можно (разумеется, условно) именовать «со​временными» (в том смысле, что они соответствуют требованиям со​временной жизни), не противопоставляются устано​вившимся в практике обучения методам,, которые можно (в такой же мере условно) именовать «традиционными». Те и другие обучают гото​вым знаниям и познавательной деятельности, но одни главным обра​зом ориентированы на обучение готовым знаниям, другие — на обу​чение познавательной деятельности. Речь идет не об отбрасывании одних и замене их другими, а о необходимости дидактически целесо​образного сочетания в обучении «традиционных» и «современных» методов, исходя из целей, специфики содержания обучения и уровня мыслительной деятельности учащихся.
1.5. Ставя задачу обучения познавательной деятельности в обла​сти математики, мы должны прежде всего проанализировать то, что обычно называют «познавательной деятельностью».
Осуществленный психологами анализ подобной деятельности вы​являет три основных компонента:
а)  набор общих логических приемов мышления;
б)  набор специальных (в данном случае для математики) приемов мыслительной деятельности;
в)  система знаний.
К общим логическим приемам мышления относятся индукция    и Дедукция, анализ и синтез, аналогия, обобщение и абстрагирование, конкретизация, классификация. Эти приемы могут быть описаны    и Усвоены на любом содержании. Однако применение их в обучении тематике существенно отличается от применения в других областях знаний. Оно отражает, с одной стороны, логику школьной математи​ки, с другой — приемы ее усвоения, т. е. устанавливает связь между Сдержанней и методами обучения.
Специальные для математики приемы мыслительной деятельности лежат в основе используемых в математике методов познания действительности: метод построения математических моделей изучаемых явлений, процессов (один из наиболее плодотворных методов позна​ния внешнего мира, прогнозирования и управления различными про​цессами); различные, характерные для математики способы абстраги​рования, используемые, в частности, при построении математических моделей; аксиоматический метод, ставший одним из основных при построении математических моделей действительности, характери​зующий принятый в математике способ установления истинности предложений и открывший возможность широкого применения одной математической теории в разнообразных областях явлений.
Как видно, все используемые в математике методы познания в конечном итоге как бы интегрируются в методе построения матема​тических моделей изучаемых объектов действительности. Это вполне правомерно, так как конечная цель математики — изучение действи​тельного мира (разумеется, свойственными ей методами и средства​ми). Метод математического моделирования находит в настоящее время широкое применение в различных областях знаний, и именно через него математика находит все новые и новые приложения.
Система знаний является и важной составной частью познава​тельной деятельности, и ее результатом. Это объясняется тем, что формирование и развитие системы знаний происходит путем постепен​ного наращивания уже имеющихся знаний в процессе учебной дея​тельности с помощью общелогических и специальных приемов мы​шления, а также тех знаний, которые уже получены в предшествую​щем обучении. На голом месте, без всяких исходных знаний невозмож​на никакая познавательная деятельность. Это обстоятельство еще раз подтверждает необходимость целесообразного сочетания методов обу​чения готовым знаниям с методами обучения деятельности по приобре​тению новых знаний.
Выбор и правильное сочетание различных методов обучения в различных конкретных учебных ситуациях — сложная педагогичес​кая проблема, решение которой требует знаний, умений и педагоги​ческого мастерства. Нет и принципиально невозможен универсальный метод обучения, который, если только его строго придерживаться, гарантирует успех независимо от специфики содержания обучения, уровня умственной деятельности учащихся, умений и педагогического мастерства учителя.
1.6. Общеизвестна роль задач в обучении математике и развитии математического мышления учащихся. Усвоение математических зна​ний и уровень математического развития учащихся всегда проверя​лись, проверяются и, по-видимому, будут проверяться с помощью ре​шения задач. Поэтому проблема методов обучения математике вклю​чает и проблему методов обучения решению задач.
Как научить учащихся решать задачи? Это одна из наиболее слож​ных и важных педагогических проблем. Ей посвящена специальная глава. Здесь мы рассмотрим лишь подготовку учащихся к решению разного рода задач. Школьная математика, особенно алгебра, полна разного рода алгоритмов для решения стандартных задач разнооб​разных классов, от задачи сложения многозначных чисел («в столбик») до задач дифференцирования и интегрирования определенных клас​сов функций. Как изучать эти алгоритмы, составляющие важную часть учебного материала? Можно, разумеется, разъяснять учащимся эти алгоритмы в готовом виде. Это, однако, малоэффективная методи​ка. Методы обучения, ориентированные главным образом на развитие активной познавательной деятельности учащихся, требуют научить учащихся отыскивать и описывать общие методы (алгоритмы) решения классов однотипных задач с помощью анализа и обобщения способов решения частных задач, принадлежащих этим классам.
В школьной математике имеется и большое разнообразие нестан​дартных задач (на доказательство, преобразование алгебраических выражений, решение некоторых уравнений, неравенств, систем урав​нений и т. д.). Нестандартные задачи часто сводятся к некоторым стандартным задачам, и возникает необходимость в использовании соответствующих алгоритмов. Таким образом, знание алгоритмов необходимо для решения не только стандартных, но и нестандартных задач.
1.7. Методы обучения используются во взаимной связи. Трудно обнаружить в процессе преподавания (при изучении достаточно со​держательного фрагмента учебного материала) применение одного только метода в чистом виде. Универсального метода обучения не существует, и вряд ли можно жестко регламентировать выбор того или иного метода обучения. В основе выбора и сочетания различных методов обучения лежат как объективные факторы (цели и содержа​ние обучения), так  и субъективные (учитель, учащиеся).
Цели и содержание обучения не определяют однозначно методы обучения. Одно и то же содержание может быть изучено различными методами, причем так, чтобы во всех случаях достигались цели обу​чения. С другой стороны, одни и те же методы обучения, применяемые разными учителями, могут дать различные результаты, так как пре​подавание не только наука, но и искусство.
В последующих параграфах этой главы приводятся краткие ха​рактеристики важнейших методов обучения математике, как общих (конкретизированных и адаптированных к обучению математике), так и специальных, отражающих методы самой математики. При этом мы будем рассматривать каждый метод изолированно от других с целью его изучения, а также в сочетании с другими на конкретном содер​жании различных тем школьного курса математики.
Мы также выскажем некоторые суждения о целесообразном выборе и сочетании различных методов обучения в зависимости от це​лей, специфики и структуры содержания обучения. Однако эти суж​дения не носят категорический характер и являются лишь рекомен​дациями.
§ 2. ЭМПИРИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ: НАБЛЮДЕНИЕ, ОПЫТ, ИЗМЕРЕНИЯ
2.1. Наблюдение, опыт, измерения — эмпирические методы, используемые, в частности, в экспериментальных естественных науках, математика не является экспериментальной наукой,  и,  следовательно, опытное подтверждение не может служить достаточным основа​нием истинности ее предложений.
Это несомненно верно, если под математикой понимать совокуп​ность готовых, уже построенных дедуктивных теорий, но это неверно, если под математикой понимать мыслительную деятельность, резуль​татом которой являются подобные теории. В последнем случае де​дуктивная теория лишь одна фаза математики. Но она имеет еще две фазы — предшествующую дедуктивной теории фазу накопления фак​тов (опытную, интуитивную) и следующую за ней фазу приложений. Эти две фазы независимо от того, считают ли их собственно математи​ческими или «около математическими», не менее важны в обучении, чем сама дедуктивная теория: первая — для понимания этой теории, вторая—для ее оправдания.
Исходя из рассмотренных выше (§ 1) задач, стоящих перед шко​лой, речь идет об обучении не только готовым знаниям, но и методам познания, приводящим к этим знаниям. Поэтому естественно приме​нять в обучении и те эмпирические методы познания, с помощью ко​торых формулируются гипотезы, подлежащие обоснованию (или опровержению) уже иными методами.
Наблюдение, опыт и измерения должны быть направлены на со​здание в процессе обучения специальных ситуаций и предоставление учащимся возможности извлечь из них очевидные закономерности, геометрические факты, идеи доказательства и т. д. Чаще всего резуль​таты наблюдения, опыта и измерений служат посылками индуктивных выводов, с помощью которых осуществляются открытия новых истин. Поэтому наблюдение, опыт и измерения относят и к эвристическим методам обучения, т. е. к методам, способствующим открытиям.
Проиллюстрируем такое применение наблюдения, опыта и измере​ний несколькими примерами.
2.2. Если показать учащимся IV—V классов различные фигуры, в том числе окружающие нас предметы, среди которых одни облада​ют, а другие не обладают осевой симметрией, то наблюдение этих фигур позволяет заметить, что каждая из «симметричных» фигур де​лится некоторой прямой на две части так, что, если согнуть фигуру по этой прямой, одна ее часть полностью наложится на другую. Для каждой же из «несимметричных» фигур такой прямой нельзя найти.
После такого наблюдения «симметричных» фигур вокруг нас (ар​хитектурных украшений, строительных и других деталей, некоторых листьев на деревьях и т. д.) можно перейти к дальнейшему изучению осевой симметрии с помощью специального опыта (эксперимента).
Каждому ученику предлагается согнуть лист бумаги так, чтобы одна часть листа упала на другую и образовалась линия сгиба. Затем предлагается выпрямить снова лист и отметить на нем произвольную точку А, не лежащую на линии сгиба, затем снова согнуть лист по той же линии сгиба и определить, глядя на свет через согнутый лист, с какой точкой совпала при этом точка А. Пусть это точка А1. Уча​щимся сообщают, что точки А и А1 называются симметричными отно​сительно прямой l (линии сгиба), называемой осью симметрии этих точек. Для другой точки В, лежащей по другую сторону от линии сгиба, чем точка А, предлагается определить (опытным путем, с по​мощью сгибания листа) симметричную ей точку относительно той же оси l Замечаем, что, если взять точку С на линии сгиба, она остается неподвижной при сгибании листа, т. е. не совпадает с какой-либо другой точкой листа. Мы говорим, что любая точка оси симметрии (линии сгиба) симметрична самой  себе.
Естественно возникает вопрос: чем же характеризуется располо​жение относительно оси пары симметричных точек (А, A1), (В, B1), как это можно описать с помощью уже известных геометрических тер​минов? Учащиеся замечают (возможно, с помощью учителя), что сим​метричные точки (если они различны) всегда лежат по разные стороны от оси симметрии. Предлагается соединить симметричные точки отрез​ком прямой. Учащиеся высказывают гипотезу, что симметричные точки отстоят на равных расстояниях от оси симметрии, т. е. что отрез​ки AA1 и BB1 делятся осью симметрии пополам. Это предположение подкрепляется с помощью измерения соответствующих отрезков. Если учащиеся не замечают перпендикулярности отрезка АА1 и ВВ1 к оси симметрии (обычно равенство углов не так быстро обнару​живается, как равенство отрезков), то берут две точки, равностоя​щие от оси по разные стороны от нее, но не на одном перпендикуляре к ней, и задают вопрос: будут ли эти точки симметричны относительно той же оси? Сопоставляя расположение этих точек с расположением симметричных точек, учащиеся обнаруживают, что последние лежат на одном перпендикуляре к оси симметрии. Это пока предположение, которое также подкрепляется измерением соответствующих углов.
Если соединить отрезками точки А и В и симметричные им точки А1 и B1 то при сгибании листа бумаги по линии I отрезок АВ нало​жится на отрезок А1В1 т. е. обнаруживается, что расстояние между двумя точками А я В равно расстоянию между симметричными им точками A1 и В1
Опытным же путем обнаруживается также, что каждая из полу​плоскостей с границей l «накладывается» (преобразуется, отобража​ется) на другую.
Таким образом, с помощью наблюдения, опыта и измерений фор​мируется представление об осевой симметрии как о преобразовании плоскости, при котором каждой точке сопоставляется симметричная ей относительно оси l точка и мы получаем возможность описать осе​вую симметрию на уже известном учащимся геометрическом языке с помощью следующей совокупности предложений.
(p1) Каждая точка оси симметрии симметрична сама себе.
Любые две различные симметричные точки лежат:
(p2) по разные стороны от оси симметрии,
(р3) на одном перпендикуляре к оси и
(p4) на одинаковом расстоянии от оси.
(р5) Расстояние между любыми двумя точками равно расстоянию между симметричными им точками.
(p6) Каждая из полуплоскостей о границей l преобразуется в другую.
Полученное описание нашего опыта не является, однако, совершенным. Во-первых, все предложения p1-р6 «обоснованы» лишь опыт​ным путем. Во-вторых, еще не раскрыты логические связи между ними, не выяснено, какие из этих предложений могут служить по​сылками для вывода из них остальных предложений этой совокупности (с помощью, возможно, и некоторых других, уже известных геомет​рических истин).
Однако устранение этих дефектов нашего описания требует уже применения других методов, о которых речь пойдет дальше.
2.3. Приведем пример, когда опыт способствует открытию гео​метрического свойства и подсказывает путь его доказательства.
Экспериментально обнаружить, что сумма углов данного треуголь​ника равна 180°, можно сразу же, как только учащиеся научатся измерять углы с помощью транспортира.
Учащимся предлагается измерить транспортиром углы начерчен​ного в тетради треугольника и сложить результаты измерения. У не​которых сумма углов треугольника получается меньше 180°, у дру​гих — больше, но у всех результаты близки к 180°, а у некоторых даже «точно» 180° (!). Ученики догадываются, что должно получиться 180°, а другие результаты объясняются погрешностями измерения. Они «совершают открытие»: «Во всяком треугольнике сумма внутрен​них углов равна 180°».
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Это предположение подкрепляется вторым опытом, подсказываю​щим идею доказательства (одного из возможных доказательств). У каждого школьника заготовлен вырезанный из бумаги треугольник. Учитель предлагает «оторвать» два угла и приложить их к третьему так, как он это делает сам на большом треугольнике (рис. 12, 13). Учащиеся замечают, что получены три угла с общей вершиной А, расположенные по одну сторону от прямой. Следовательно, сумма этих углов равна 180°. С помощью этого опыта (уже без измерений) мы пришли к той же гипотезе, и всем ка​жется, что обнаруженное свойство достовер​но. Но можно ли быть уверенным в том, что два луча, сходящиеся в точке А, образуют прямую линию? Ведь они могут образовать ломаную, так мало отличающуюся от пря​мой, что мы этого не заметим. Но в этом случае сумма углов уже не будет равна 180°. Таким образом, проведенный опыт не за​меняет доказательство. Он лишь подсказыва​ет один из возможных путей доказательства открытого опытным путем свойства.
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2.4. С помощью простого опыта формиру​ется и наглядное представление о перемеще​нии как об отображении плоскости на себя, сохраняющем расстояние между точками. На лист бумаги кладут тонкую прозрачную пластинку со многими отверстиями. С помо​щью   карандаша   отмечается на   листе положение одного отверстия (одной точки). Пусть это точка А плоскости. Затем перемещают произвольно пластинку на листе и через это же отверстие отмечается новая точка A1. При этом отмечается, что так можно поступить с любой точкой плоскости. Затем отмечают остри​ем карандаша через два отверстия пластинки точки В и С плоскос​ти и после некоторого перемещения пластинки через те же отверс​тия отмечают новые точки — В1 и С1 соответственно. Так как при перемещении пластинка не растягивается и не сжимается, то расстоя​ния между точками сохраняются, т. е.

Таким образом, всякая точка X неподвижного листа отображается точно в одну точку X1 этого же листа. Так получается отображение плоскости на себя, при котором расстояние между любыми двумя точками равно расстоянию между их образами.
С помощью описанного опыта обнаруживаются и важнейшие свой​ства движения: а) если три точки А, М, В лежат на одной прямой, то и их образы A1, M1, B1 тоже лежат на одной прямой; б) если точка М лежит между точками А и В, то и M1 лежит между А1г и В1.
Открытые опытным путем, эти свойства, разумеется, подлежат доказательству. Здесь опять опыт проявляется как эвристический метод.
2.5. Рассмотрим пример применения опыта для открытия алгеб​раической закономерности.
Допустим, что в одном, синем, мешочке имеется т синих палочек, а в другом, красном, мешочке — m красных палочек. Нужно освобо​дить один мешочек. Мы можем это сделать двумя способами. Можно пересыпать все красные палочки из красного мешочка в синий, и тогда в нем окажется m+n палочек. Но можно пересыпать все синие палочки в красный мешочек, и тогда в нем окажется n+m палочек. Но и в одном, и в другом случае мы имеем в мешочке одно и то же множество палочек. Следовательно,
m+n=n+m
Разумеется, в конкретном опыте тип обозначают определенные числа. Поэтому полученное равенство является лишь одной из посы​лок, с помощью которых уже другим методом (индукцией) получают общий закон коммутативности сложения натуральных чисел:
«m+n=n+m для любых натуральных чисел m и n».
Подсчет двумя способами (по рядам и по столбцам) единичных квадратиков, заполняющих прямоугольник, измерения которого вы​ражаются натуральными числами, является опытом, с помощью ко​торого обнаруживается коммутативность умножения натуральных чисел.
Важно отметить, что с помощью эмпирических методов (наблюде​ния, опыта, измерений) выполняется лишь начальный этап работы по математическому описанию реальных ситуаций. Получаемый  математический материал (интуитивные понятия, гипотезы, совокупности математических предложений) подлежит дальнейшей обработке уже другими методами.
§ 3. СРАВНЕНИЕ И АНАЛОГИЯ

3.1. Сравнение и аналогия—логические приемы мышления, ис​пользуемые как в научных исследованиях, так и в обучении.
С помощью сравнения выявляется сходство и различие сравнивае​мых предметов, т. е. наличие у них общих и необщих (различных) свойств.
Например, сравнение треугольника и четырехугольника раскры​вает их общие свойства: наличие сторон, вершин, углов, столько же вершин и углов, сколько сторон, а также различие: у треугольника три вершины (стороны), у" четырехугольника — четыре. Сравнение параллелограмма и трапеции позволяет выявить их общие свойства: они оба четырехугольники, оба имеют параллельные стороны, — и различие: в одном — две пары параллельных сторон, в другом — одна. Сравнение обыкновенных и алгебраических дробей выявляет их сходство: наличие числителя и знаменателя, отсутствие значения, когда знаменатель обращается в нуль, и т. д., — и различие: в одном случае числитель и знаменатель — числа, в другом — алгебраичес​кие выражения.
Сравнение приводит к правильному выводу, если выполняются следующие условия: 1) сравниваемые понятия однородны и 2) срав​нение осуществляется по таким признакам, которые имеют сущест​венное значение.
Эти два условия выполняются в приведенных выше сравнениях: треугольник и четырехугольник — однородные понятия (многоуголь​ники), параллелограмм и трапеция — четырехугольники, обыкновен​ные и алгебраические дроби — выражения. Во всех трех случаях сравнение осуществлено по существенным признакам (если, напри​мер, включили бы в общие свойства параллелограмма и трапеции тот факт, что они оба обозначены одними и теми же буквами ABCD, или считали бы различием обозначение их различными буквами, то это было бы ошибочным подходом к сравнению).
Сравнение подготавливает почву для применения аналогии.
С помощью аналогии сходство предметов, выявленное в резуль​тате их сравнения, распространяется на новое свойство (или новые свойства).
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Рассуждение по аналогии имеет следующую общую схему:
Вероятно(возможно) В обладает и свойством d.
Как видим, заключение по аналогии является лишь вероятным (правдоподобным), а не достоверным. Поэтому аналогия, как пра​вило, не является доказательным рассуждением, т. е. рассуждением, которое может служить доказательством.   («Как  правило»  потому, что имеется исключение, связанное с особым видом аналогии, о кото​ром речь пойдет дальше.) Однако в обучении, как, впрочем, и в науке, аналогия часто полезна тем, что она наводит нас на догадки, т. е. служит эвристическим методом. В обучении же математике не менее важно, чем учить доказывать, это учить догадываться, что именно подлежит доказательству и как найти это доказательство.
3.2.  В приведенном выше разъяснении того, что такое аналогия, используется понятие «сходство», которое само нуждается в разъяс​нении. Когда говорят, например, о сходстве между людьми, между человеком и его изображением на фотоснимке или картине и т. п., интуитивно понимают, что означает сходство. Но можно ли в таком же смысле говорить, например, о сходстве между множеством уча​щихся  класса и множеством А = {1, 2, 3, ..., 30},   или между мно​жеством точек прямой и множеством действительных чисел, или меж​ду множеством объектов на некотором участке и планом этого участка? Применение же аналогии в математическом исследовании, а поэтому и в обучении математике, часто характеризуется именно тем, что оно основано на глубоком, внутреннем «сходстве», а по существу на оди​наковости структуры множеств предметов различной природы с от​ношениями, имеющими совершенно различный смысл, при отсутствии всякого внешнего «сходства» (в обычном смысле) между этими мно​жествами. Это «структурное сходство», получившее точное математи​ческое описание с помощью понятия изоморфизма, лежит в основе особого вида аналогии, приводящей в отличие от обычной аналогии к достоверным заключениям.
Например, в основе координатного метода лежит идея взаимно однозначного соответствия между множеством точек прямой (плос​кости или пространства) и множеством действительных чисел (пар или троек чисел), переводящего некоторые отношения между точ​ками в отношения между числами (парами или тройками чисел). Это взаимно однозначное соответствие является изоморфизмом, позволяю​щим осуществить однозначный перевод свойств с языка, описываю​щего структуру множества точек прямой (плоскости или пространст​ва), на язык, описывающий структуру множества R (R2 или R3), и обратно.
Установив,   например, что структуры[image: image177.png](T, <) n (R, <),



 где Т- множество точек прямой, а[image: image178.png]


— отношение «предшествует», изоморф​ны, мы можем любое свойство, обнаруженное в [image: image179.png](T, <)



, по аналогии, основанной на этом изоморфизме, с достоверностью переводить в соответствующее свойство[image: image180.png]R, <)



, и обратно.
Так, из[image: image181.png]A (@) < B (b)



мы делаем достоверное заключение: а < Ь.
Если точка М(m) лежит внутри отрезка длины 2 cм с серединой А(а), то соответствующие числа (координаты этих точек) находятся в соответствующем отношении
[image: image182.png]|m—al<1,




и это заключение также достоверно.
3.3.  Возможность  применения  аналогии,   казалось   бы,  к совер​шенно различным объектам основана на совпадении математических 
моделей этих объектов или принад​лежности этих моделей к одному классу.
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Рассмотрим простой пример, кото​рый полезно показать учащимся стар​ших классов.
Пусть дана электрическая цепь с одним источником энергии Е, пот​ребителем П и двумя контактами (вы​ключателями)[image: image183.png]Kyn K,




Для каждого из двух выключателей возможны два положения, ко​торые можно обозначить любыми знаками, например «О» и «1» (рис. 14).
В таком случае множеству всевозможных положений пары[image: image184.png](Ku K3)



 соответствует множество всевозможных пар из нулей и единиц:
[image: image185.png]{0, 13* = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}




Если сейчас, воспользовавшись теми же знаками «О» и «1», обо​значить состояние контура (когда ток не течет — через «О», когда ток течет — через «1»), то легко построить соответствие, сопостав​ляющее с каждой возможной парой положений контактов[image: image186.png]Ky u K,



 определенное состояние контура, которое характеризует данную электрическую схему:
[image: image187.png]0,0)—1; (0, ) >0, (1, 0)—0; (1, 1) > 1.




Мы получили функцию /, определенную на множестве [image: image188.png]{0, 1)



и принимающую значения из множества[image: image189.png]


являющегося областью значений этой функции[image: image190.png]D ()= 10, 1;5 £.() = 1, 1j).




Если отвлечься от физических представлений, из которых мы исходили, то остается абстрактный математический объект l, пред​ставляющий собой математическую модель физического объекта — электрической цепи, изображенной на рисунке 2.
В свою очередь эта электрическая цепь представляет собой не​которую физическую интерпретацию математического объекта — фун​кции f. Но эта функция как абстрактный математический объект может иметь и другие интерпретации, т. е. является математической моделью и других систем, отличающихся по природе объектов и смыс​лу отношений от системы объектов, образующих электрическую цепь.
Например, если «О» интерпретировать как ложное высказывание, а «1» — как истинное высказывание, то f моделирует эквивалент​ность двух высказываний [image: image191.png]


и, обратно, эта эквивалентность является логической интерпретацией функции f.
Тот факт, что электрическая схема (рис. 14) и «логическая схема» (эквивалентность двух высказываний) имеют одну и ту же математи​ческую модель — функцию / (описываются одной этой функцией), свидетельствует о том, что при отсутствии всякого внешнего сходства эти две схемы обладают глубоким внутренним сходством, позволяю​щим применять аналогию, переводить свойства одной схемы в свой​ства другой. Например, из ложности или истинности одного высказы​вания [image: image192.png]Ky (umu K,)



 еще   не   следует   истинность   эквивалентности [image: image193.png]K= K.



 По аналогии из разомкнутости или замкнутости одного [image: image194.png]Ky (wmn K,)



 еще не следует замкнутость электрической схе​мы (рис. 14).
Приведенный пример — один из многих, иллюстрирующих спе​циальный вид аналогии, связанный с методом построения математиче​ских моделей.
Вспомним слова В. И. Ленина: «Единство природы обнаруживает​ся в «поразительной аналогичности» дифференциальных уравнений, относящихся к разным областям явлений».
Простейшее дифференциальное уравнение 
[image: image195.jpg](0)]




и его решение 
[image: image196.jpg]@




могут описать процесс распада радия (в этом случае формула (2) дает массу у радия в момент х, если у0 — масса радия в момент времени х0), и процесс изменения атмосферного давления в зависимости от высоты х над уровнем океана (в этом случае (2) — барометрическая формула), и процесс изменения народонаселения (если прирост на​селения в данный момент пропорционален численности населения в этот момент), и процесс охлаждения тела при постоянной температу​ре окружающей среды (поскольку скорость остывания тела пропор​циональна разности температур тела и окружающей среды), и, вооб​ще, всякий процесс показательного роста или спада (при k <0 или k > 0), характеризующийся тем, что скорость изменения величины пропорциональна самой изменяющейся величине в данный момент, что и выражено в дифференциальном уравнении (1).
Все перечисленные явления и процессы обладают глубоким сход​ством при всем внешнем различии, выражающемся тем, что их мате​матические модели принадлежат одному классу моделей (1). Это и позволяет переносить по аналогии свойства одного из этих процессов на другой (если только эти свойства выводимы из построенной мо​дели).
3.4. Часто та или иная последовательность в изучении учебно​го материала обосновывается возможностью использования аналогии в обучении. Например, изучение десятичных дробей раньше обыкно​венных объясняется не только тем, что именно десятичные дроби широко применяются в практике, но и возможностью использования при изучении арифметики десятичных дробей аналогии с арифметикой натуральных чисел. При изучении свойств алгебраических дробей можно использовать аналогию с обыкновенными дробями. Аналогия может служить базой для одновременного изучения арифметической и геометрической прогрессий.
Однако в установившейся практике обучения математике анало​гия используется недостаточно. Иногда высказываются опасения, что с помощью аналогии мы можем прийти к ложным заключениям. Например, исходя из того, что предложение
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верно (является теоремой) и на плоскости и в пространстве, а обратное предложение
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верно на плоскости (является теоремой планиметрии), по аналогии утверждают, что предложение (2) верно и в пространстве, и прихо​дят, таким образом, к ложному заключению.
Надо, однако, помнить, что в этом случае заключение по аналогии лишь правдоподобно и поэтому подлежит еще доказательству (или опровержению).
Следует отметить как недостаток, что (в практике обучения) оп​ровержению мы почти не учим. Это является и серьезным упущением в общеобразовательном и воспитательном отношении, так как в жизни нередко возникает необходимость опровергать.
Исходя из истинности предложения (2) на плоскости, необходимо выяснить, имеет ли место аналогичное свойство в пространстве. Так как это предложение является общим (кванторы общности «для любых а, b, с» подразумеваются), то для его опровержения достаточно найти такие прямые а, Ь, с, чтобы условие[image: image199.png]@dleublec



выполнялось, а заключение[image: image200.png](allb)



не выполнялось (рис. 15).
Мы не должны опасаться возникновения ложных заключений по аналогии. Необходимо лишь считать их гипотезами (предположения​ми). Ошибки, допускаемые в процессе поиска, исследования, вполне правомерны, так как чаще всего поиск ведется способом «проб и оши​бок». В установившейся практике обучения, как правило, мы не даем учащимся, отвечающим на вопросы учителя, ошибаться. В этом отражается тот факт, что учебная деятельность учащихся является в основном лишь репродуктивной, а в такой деятельности ошибки не​допустимы. Воспроизводить необходимо безошибочно. В продуктив​ной же, творческой деятельности ошибки неизбежны. Такого рода ошибками являются и те, которые появляются в результате приме​нения аналогии в процессе поиска. Они являются составной частью метода проб и ошибок. Важно, чтобы учащиеся в поиске правильных ответов сами могли находить ошибочность возникающих в этом про​цессе предположений.  Этому, разумеется, надо их учить.
3.5. Находить сходство, которое могло бы служить источником плодотворных рассуждений по аналогии, бывает нелегко даже в том [image: image686.jpg]Puc. 14



случае, когда природа сравниваемых  объек​тов одинакова.
Возьмем для примера две геометричес​кие фигуры: треугольник и тетраэдр. В чем состоит сходство между этими фигурами? Треугольник — плоская фигура, тетраэдр — пространственная. Может быть, сходство в том, что грани тетраэдра —треугольники? Если даже принять, что в этом есть какое-то сходство (а пока не уточнено, что такое «сход​ство»: можно понимать под этим что угодно), то вряд ли оно может быть источником для рассуждений по аналогии. Более глубокое исследование этих двух объектов позволяет обнаружить такое структурное сходство, которое является источником аналогии, ведущей к открытиям. Действительно, треугольник и тетраэдр — ограниченные выпуклые множества точек. Первое образовано мини​мальным числом прямых на плоскости (нет многоугольника с меньшим, чем три, числом сторон), второе — минимальным числом пло​скостей в пространстве. Отсюда, разумеется, не следует, что все свой​ства этих фигур одинаковы. Но если мы уже изучили свойства тре​угольника и приступаем к изучению свойств тетраэдра, то установлен​ное сходство в одних свойствах дает нам право предполагать (только предполагать), что и некоторые другие свойства треугольника «пере​водятся» аналогичным образом в свойства тетраэдра. Так, например, исходя из установленного сходства и из того, что «в треугольнике бис​сектрисы углов пересекаются в одной точке и эта точка — центр впи​санной окружности», мы приходим к предположению, что «в тетраэдре биссекторные плоскости двугранных углов пересекаются в одной точ​ке и эта точка — центр вписанной сферы», и т. д. Мы открываем но​вые свойства тетраэдра, рассуждая по аналогии. Эти свойства, ра​зумеется, подлежат доказательству.
Другой пример. Параллелепипед — пространственный аналог па​раллелограмма: в параллелограмме противоположные стороны парал​лельны, в параллелепипеде противоположные грани параллельны. Рассуждая по аналогии,, можно прийти к гипотезе, что в паралле​лепипеде, так же как и в параллелограмме, диагонали, пересекаясь, делятся точкой пересечения пополам. Но если видеть только сход​ство и не замечать различия, в частности, что в параллелограмме всего две диагонали, а в параллелепипеде — четыре, то мы упустим важное свойство, подлежащее доказательству, а именно, что все диа​гонали параллелепипеда пересекаются в одной точке. Как видим, применению аналогии должно предшествовать сравнение, с помощью которого выявляется как сходство, так и различие.
Сфера — пространственный аналог окружности. Эти две фигуры определяются как множества точек плоскости и пространства соот​ветственно, характеризуемые одним и тем же свойством:
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(множество всех точек плоскости(пространства), расстояние которых от данной точки О равно данному числу г).
Это наводит на догадку, что сфера обладает некоторыми свой​ствами, аналогичными свойствам окружности. Например, что свой​ства взаимного расположения прямой и окружности переводятся в свойства взаимного расположения плоскости и сферы: 1) Если рас​стояние от центра сферы до плоскости больше радиуса сферы, то эскость и сфера не имеют общих точек. 2) Если расстояние от Центра сферы до плоскости равно радиусу сферы, то плоскость и сфера имеют одну и только одну общую точку. 3) Если расстояние от центра сферы до плоскости меньше радиуса сферы, то плоскость и сфера   пересекаются   по   окружности (т. е. имеют бесконечное множество общих точек, лежащих на окружности). Как видно, лишь в третьем случае проявляется различие между окружностью и сферой, которое должно учитываться при формулировке аналогичных свойств. Свойство касательной плоскости тоже может быть найдено с помощью аналогии.
§ 4. ОБОБЩЕНИЕ, АБСТРАГИРОВАНИЕ И КОНКРЕТИЗАЦИЯ

4.1. Обобщение и абстрагирование — два логических приема, при​меняемые почти всегда совместно в процессе познания.
Обобщение — это мысленное выделение, фиксирование каких-ни​будь общих существенных свойств, принадлежащих только данному классу предметов или отношений. Абстрагирование — это мысленное отвлечение, отделение общих, существенных свойств, выделенных в результате обобщения, от прочих несущественных или необщих свойств рассматриваемых предметов или отношений и отбрасывание (в рамках нашего изучения) последних.
Когда мы говорим «несущественные свойства», то имеется в виду несущественные с математической точки зрения. Один и тот же пред​мет может изучаться, например, и физикой, и математикой. Для фи​зики существенны одни его свойства (твердость, теплопроводимость, электропроводимость и другие физические свойства), для математики эти свойства несущественны, она изучает лишь форму, размеры, рас​положение предмета.
Из приведенного краткого разъяснения видно, что абстрагирова​ние не может осуществляться без обобщения, без выделения того общего, существенного, что подлежит абстрагированию.
Обобщение и абстрагирование неизменно применяются в процес​се формирования понятий, при переходе от представлений к понятиям и, вместе с индукцией, как эвристический метод.
Под обобщением понимают также переход от единичного к общему, от менее общего к более общему.
Под конкретизацией понимают обратный переход- от более об​щего к менее общему, от общего к единичному.
Если обобщение используется при формировании понятий, то конкретизация используется при описании конкретных ситуаций с помощью сформированных ранее понятий.
4.2. Уточним переход от единичного к общему, от менее общего к более общему и обратный переход.
Изучение отдельных предметов а, Ь, с, ... приводит нас к заклю​чению о наличии у них общего свойства (или общих свойств, которые мы можем объединить в одно — конъюнкцию этих свойств) S, т. е. S (a), S (b), S (с), ... (S (х) означает: «х обладает свойством S»). От​влечением этих свойств S от прочих свойств рассматриваемых пред​метов (т. е. абстрагированием) мы формируем класс предметов, ха​рактеризуемый свойством S:
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Таким образом мы осуществляем переход от единичного (от от​дельных   предметов)   к   общему   (классу   предметов).   Дальнейшее изучение приводит к включениюкласса А в более широкий класс  В:

Это и есть переход от общего к более общему.
Например, формирование понятия «квадрат» на раннем этапе обучения начинается показом множества предметов, отличающихся друг от друга формой, размерами, окраской, материалом, из которого они сделаны. Дети, после того как им показывают на одну из этих фигур и говорят, что это квадрат, безошибочно отбирают из множе​ства фигур все те, которые имеют такую же форму, пренебрегая раз​личиями, касающимися размеров, окраски, материала. Здесь выде​ление из множества предметов подмножества производится по одному еще недостаточно проанализированному признаку — по форме. Дети еще не знают свойств квадрата, они распознают его только по форме. Такое распознавание встречается у детей 4—5 лет. Дальнейшая работа по формированию понятия квадрата состоит в анализе этой формы с целью выявления ее свойств. Учащимся предлагается путем наблюдения найти, что есть общего у всех отобранных фигур, имею​щих форму квадрата, чем они отличаются от остальных. Устанавли​вается, что у всех квадратов 4 вершины и 4 стороны. Но у некоторых фигур, которые мы не отнесли к квадратам, тоже 4 вершины и 4 сто​роны. Оказывается, у квадрата все стороны равны и все углы прямые. Все отобранные фигуры, обладающие этими свойствами, мы объеди​няем в один класс — квадраты (переход от единичного к общему).
В дальнейшем обучении этот класс включается в более широкий класс прямоугольников (переход от общего к более общему). При этом переходе к более широкому классу происходит сужение харак​теристики класса, одно из свойств, характеризующих класс квадра​тов (равенство всех сторон), опускается.
Так, если множество свойств, характеризующих класс предметов А, обозначить через S (А) (в традиционной формальной логике А на​зывается объемом понятия, a S (А)—содержанием понятия), то имеет место следующее соотношение:
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Обратный переход от более общего к менее общему, или выделе​ние некоторого подкласса А класса В, осуществляется с помощью некоторого свойства, которым обладают некоторые элементы В, дру​гие же не обладают им. Те элементы В, которые обладают этим но​вым свойством и образуют подкласс Л класса В.
Присоединив это новое свойство Р к множеству свойств, характе​ризующих класс В, получаем множество свойств, характеризующих подкласс А, т. е.[image: image203.png]SBYU {P} =S8 (A), niu S (B) < S (A).




В нашем примере, если к содержанию понятия «прямоугольник» (к множеству свойств, характеризующих класс прямоугольников) Добавить новое свойство (равенство всех сторон), мы получим содер​жание понятия «квадрат» (множество свойств, характеризующих класс квадратов).
4-3. В  математике обобщение  и  абстрагирование  часто связаны с заменой постоянных переменными (в переходе от записи отдельных фактов к записи общих закономерностей), а конкретизация — с под​становкой вместо переменных их значений (в обратном переходе).
Рассмотрим с точки зрения использования обобщения и абстра​гирования открытие закона коммутативности сложения, который ра​нее мы изучили в ином аспекте.
Исходным эмпирическим материалом здесь служат непересекаю​щиеся множества А я В конкретных предметов (карандашей и ручек или черных и красных палочек). Легко обнаруживается опытным путем, что, присоединяя к множеству А множество В или, наоборот, к множеству В множество А, получаем одно и то же множество. Варь​ируя число элементов этих множеств, получаем ряд конкретных ра​венств: 
2 + 3 = 3 + 2; 5 + 7 = 7 + 5; 4 + 8 = 8 + 4 и т. п.
Внимательно присматриваемся к этим равенствам с целью выяв​ления содержащегося в них общего и отделения его от частного со​держания. Замечаем: в левой части каждого из этих равенств запи​сана сумма двух чисел, в правой — сумма этих же чисел, но записан​ных в другом порядке. Как же сохранить только это общее, отвлекаясь от конкретных чисел, входящих в эти равенства?
Если просто отбросить эти числа, мы получим форму с «пустыми местами»: [image: image204.png]caady



. которая  не  отражает  выявленной
общей закономерности, так как не отмечено, какие пустые места должны заполняться одними и теми же названиями чисел. Чтобы устранить этот недостаток полученной формы, изображают пустые места, кото​рые должны заполняться именами одних и тех же чисел, в виде пу​стых «окошек» одинаковой формы. В результате получаем:
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В дальнейшем разъясняется, что в математике для большего удоб​ства вместо пустых «окошек» различной формы применяются различ​ные буквы и получается, например,
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Эти буквы, играющие роль пустых мест, и называются переменными, а числа, имена которых можно поставить вместо этих букв, — их значениями.
Как видно, обобщение и абстрагирование привело к открытию закона коммутативности сложения и одновременно к важному поня​тию переменной. Переходом от имен конкретных чисел к числовым переменным   и   осуществляется   обобщение   и   абстрагирование,
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выражающие коммутативность конкретных операций в   конкретных множествах, в свою очередь служат эмпирическим материалом, ко​торый подвергается дальнейшему обобщению и абстрагированию с целью получения общего понятия коммутативной операции:
«х * у = у * х для всех х, у 
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М».
Здесь обобщение и абстрагирование осуществляется заменой имен операций [image: image209.png]


 и множеств (N, Q, V) переменными для операции (*) и для множества (М). Этой заменой мы перешли от менее общего к более общему. Подстановкой же вместо переменных постоянных (имен для операции и множества) мы осуществляем конкретизацию, переход от более общего к менее общему, а дальше отбрасыванием кванторов общности («для всяких х, у ... ») и подстановкой постоян​ных вместо числовых переменных (имен для чисел) мы переходим от общего к единичному.
4.4.  Конкретизация основана на известном правиле вывода
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называемом правилом конкретизации.
Смысл этого правила интуитивно ясен: из того, что свойством Р обладают все элементы некоторого множества, следует, что этим свой​ством обладает произвольный элемент а этого множества.
Применяя, например, закон ассоциативности сложения
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к учетному вычислению суммы.
7 + (93 + 15),
мы применяем (неявно) правило конкретизации: мысленно мы отбра​сываем в записи закона ассоциативности кванторы общности, подставляем вместо переменных х, у, г постоянные «7», «93» и «15» со​ответственно и получаем равенство
7 + (93 + 15) - (7 + 93) + 15,
следующее из (*) по правилу конкретизации.
Как видно, с помощью этого правила мы осуществляем переход от общего к единичному.
4.5.  Обобщение,  абстрагирование и конкретизация находят ши​рокое применение в специальных методах обучения математике, о которых речь пойдет дальше.
Если некоторая реальная ситуация или связанная с нею задача приводит к еще не изученной математической модели, то приходится исследовать новый класс моделей.
Для осуществления перехода от конкретной модели к классу мо​делей такого типа используется обобщение и абстрагирование. При​менение же результатов исследования к конкретной модели этого класса предполагает использование конкретизации.
Например, пусть некоторая задача описывается о помощью квад​ратного уравнения  
[image: image690.png]Vi, g2+ +2)=(x+y+2 *)




когда учащиеся еще не умеют решать подобные уравнения.
Это является стимулом для  изучения соответствующего  класса уравнений (моделей)
[image: image211.jpg]ax® +bx +¢=0. 2




Переход от конкретной модели (1) к классу моделей (2), т. е. от единичного к общему, осуществляется заменой коэффициентов, пред​ставляющих собой имена чисел, числовыми переменными.
После исследования этого класса моделей (построения алгоритма для решения любого уравнения этого класса) с помощью конкретиза​ции (подстановки в формуле корней вместо а, Ь, с конкретных коэф​фициентов) решаем исходное и другие уравнения этого класса.
4.6. Процесс абстрагирования в математике во многом отличается от аналогичного процесса в других науках, поскольку способы аб​страгирования зависят от природы изучаемых объектов, характера и целей их изучения. Поэтому естественно, что характеристические особенности абстрагирования в математике неизбежно должны на​ходить некоторое отражение и в методах обучения математике.
Наиболее распространенные в математике виды абстракций — обобщающая абстракция (или абстракция отождествления), идеализа​ция и различные абстракции осуществимости — используются и в школьном обучении математике. Однако методически формирование этих абстракций не разработано. Поэтому часто эти и другие мате​матические абстракции вызывают серьезные затруднения, с ними связаны и многие допускаемые учащимися ошибки.
Основой абстракции отождествления является отношение экви​валентности. При установлении отношения эквивалентности в иссле​дуемом множестве объектов эквивалентные объекты отождествляются по какому-нибудь свойству, которое абстрагируется от остальных свойств этих объектов и становится самостоятельным абстрактным понятием, находящимся на более высокой ступени абстракции, чем объекты, от которых оно было абстрагировано.
Так, отношение равночисленности множеств объединяет в один класс все конечные множества, между которыми можно установить взаимно однозначное соответствие (эквивалентные множества). От множеств, принадлежащих одному и тому же классу эквивалентно​сти, абстрагируется их общее свойство, характеризующее этот класс. Это свойство и является самостоятельным понятием натурального числа, выражающего численность множеств (одна и та же для каждо​го множества) из данного класса.
Так формировалось понятие натурального числа в длительном историческом процессе, так оно формируется и в обучении -дошколь​ников и младших школьников.
Не надо думать, что усвоение детьми последовательности числи​тельных— один, два, три, ..., десять, ... —является признаком сформированное у них понятия натурального числа.
формирование этого понятия у детей в какой-то мере имитирует исторический процесс формирования понятия натурального числа.
Мы должны предоставить детям возможность сравнивать множе​ства различных предметов по их численности, обнаруживать, что меж​ду некоторыми множествами удается установить взаимно однозначное соответствие, между другими не удается. Так возникают классы рав​ночисленных множеств, которым приписываются в качестве характе​ристик определенные натуральные числа.
Как видно, понятие натурального числа, как и другие понятия, формируемые с помощью абстракции отождествления, представляют собой абстракцию от абстракции: от предмета мы переходим к клас​су эквивалентных (в каком-то отношении) предметов, а от этого клас​са — к свойству, общему для всех объектов, ему принадлежащих, т. е. эти объекты отождествляются по одному свойству, которое аб​страгируется от прочих свойств.
Абстрагирование в математике часто выступает как многоступен​чатый процесс, результатом которого являются абстракции от аб​стракций.
Рассмотрим еще несколько примеров.
Отношение сонаправленности лучей (плоскости или пространства) разбивает множество лучей на классы эквивалентности (классы сонаправленных лучей). Все лучи одного класса отождествляются по свойству одинаковости направления (отношению сонаправленности). По существу каждый класс сонаправленных лучей представляет собой одно направление. Но это направление определяется любым лучом (представителем) этого  класса.
Отношение подобия фигур разбивает множество всех фигур на классы эквивалентности (классы подобных фигур). Все фигуры од​ного класса характеризуются одинаковостью формы. По существу каждый такой класс можно называть формой. Но эта форма опреде​ляется любой фигурой (любым представителем) этого класса.
В школьном обучении не всегда явно вычленяются все этапы аб​страгирования. В частности, образование классов эквивалентности, как правило, протекает неявно. Наблюдается свойство у некоторых предметов данного рода или отношение между ними, которое затем абстрагируется от этих предметов и становится самостоятельным по​нятием. Часто, ничего не говоря о классах эквивалентности, мы сразу же пользуемся представителями этих классов.
Проиллюстрируем это на двух примерах.
1. Формируя понятие обыкновенной дроби, мы исходим из реаль​ной потребности разделить целое на несколько равных частей. Полу​чаем дроби:
[image: image691.jpg]292 —9%x +2=0,
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Затем обнаруживаем(также опытным путем), что
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обозначают одно и то же (дробное) число.
По существу мы имеем здесь классы эквивалентности, образуемые в множестве дробей[image: image214.png]>|s



(или в множестве пар[image: image215.png](a, b), tne a € Z, b € N)



 с помощью отношения эквивалентности
Таким образом,[image: image216.png]0o -
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 то имеем в виду, что равны (совпадают) числа, обозначаемые эквивалентными дробями. Эти дроби, принадлежащие одному классу эквивалентности, обозначают одно рациональное число. Это число можно отождествить с классом эквивалентных дробей или с любой дробью (с любым представителем) этого класса.
Вполне понятно, что работать с числами-классами практически невозможно. Поэтому все отношения и операции обычно определяют​ся через отношения и операции над представителями классов, при​чем так, что их результаты не зависят от выбора представителей. Поэтому мы имеем возможность выбирать наиболее простые предста​вители классов (несократимые дроби), с которыми наиболее удобно работать.
Как видно, хотя мы в школе и не говорим о классах эквивалентности, но подчеркивание того факта, что есть бесконечно много дро​бей (например,[image: image219.png]0|2
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выражающих одно и то же чис​ле, по существу есть указание на соответствующий класс эквивалент​ности.
[image: image220.jpg]



2. Рассмотрим множество всевозможных направленных отрезков или пар точек плоскости или пространства (пару точек (А, В) можно изобразить в виде направленного отрезка[image: image221.png]


 с началом А и концом В).
Установим в этом множестве отношение эквивалентности
[image: image222.jpg]AB ~ A,B, = [AB) 1} [A:B)) 1 |4B| =|4:B4l,




 т. е. два направленных отрезка эквивалентны, если соответствующие лучи сонаправлены, а длины этих отрезков равны.
Так как это отношение является отношением эквивалентности, то оно порождает разбиение множества всех направленных отрезков на классы эквивалентности.
Теперь   возможны   два   методически   различных   продолжения:
а)  каждый класс эквивалентности называть вектором (это по суще​ству то же, что называть вектором параллельный перенос, так как класс эквивалентных пар точек определяет параллельный перенос);
б)  называть  вектором   направленный  отрезок,   т.   е.   отождествить класс эквивалентности с любым его представителем.
Такое отождествление вполне правомерно, так как практически в физических и других приложениях векторов мы работаем не с клас​сами эквивалентных направленных отрезков,  а с теми или   иными
представителями этих классов, т. е. с направленными отрезками, ис​ходящими из определенных точек.
Педагогический подход, состоящий в замене класса его представи​телем, направлен на понижение уровня абстрактности понятий (на​правленный отрезок — менее абстрактное понятие, чем класс таких отрезков).
Наряду с абстракцией отождествления при построении математи​ческих моделей действительности, а следовательно, и при обучении математике используется и такой специфический прием абстрагиро​вания, как идеализация.
Под идеализацией имеется в виду образование понятий, наделен​ных не только свойствами, отвлеченными от их реальных прообра​зов, но и некоторыми воображаемыми свойствами, отсутствующими у исходных объектов. Это делается для того, чтобы посредством изу​чения идеализированных образов облегчить в конечном счете изуче​ние их реальных прообразов.
Разъяснение этого в процессе обучения на конкретных примерах имеет важное воспитательное значение, раскрывая связь абстрактных, идеализированных понятий с реальным миром. Оно способствует также пониманию способа математизации, построения математических моделей реальных ситуаций.
Действительно, нигде в природе не встречается «геометрическая точка» (не имеющая размеров), но попытка построения геометрии, не использующей этой абстракции, не приводит к успеху. Точно так же невозможно развивать геометрию без таких идеализированных поня​тий, как «прямая линия», «плоскость», «шар» и т. д. Все реальные прообразы шара имеют на своей поверхности выбоины и неровности, а некоторые несколько отклоняются от «идеальной» формы шара (как, например, земля), но если бы геометры стали заниматься такими вы​боинами, неровностями и отклонениями, они никогда не смогли бы получить формулу для объема шара. Поэтому мы изучаем «идеализи​рованную» форму шара и хотя получаемая формула в применении к реальным фигурам, лишь похожим на шар, дает некоторую погреш​ность, полученный приближенный ответ достаточен для практических потребностей. Это должно быть доведено до сознания учащихся.
Особым видом идеализации является абстракция потенциальной осуществимости. Например, при построении натуральных чисел аб​страгируются от того, что невозможно написать или назвать число, содержащее в десятичной записи слишком много цифр (например, 101000). Нам достаточно допустить возможность, как только дошли до некоторого числа п, написания и следующего за ним числа n + 1. Точно так же при изучении геометрии, пользуясь изображениями лишь конечных участков (отрезков) прямой, мы допускаем возможность неограниченного продолжения их в обе стороны или допускаем воз​можность безграничного деления отрезка или других фигур. 
§ 5. ИНДУКЦИЯ
5.1. Переход от частного к общему, от единичных фактов, уста​новленных с помощью наблюдения и опыта, к обобщениям является закономерностью познания. Неотъемлемой логической формой такого перехода является индукция, представляющая собой метод рассуж​дений от частного к общему, вывод заключения из частных посылок (от лат.  inductio — наведение).
Использование этого метода рассуждений для получения новых знаний в процессе обучения называют индуктивным методом обуче​ния.
Для описания индуктивного метода обучения необходимо прежде всего выяснить, какие имеются виды индукции.
Пусть[image: image223.png]A= {ay, a,, ...



— множество всевозможных частных случаев, в каждом из которых некоторое свойство С может быть или не быть (иметь или не иметь место). Известно, допустим, что в k случаях имеет место свойство С, т. е. имеются посылки
[image: image224.png]C (@), C (ay), ..., C (ap).




Индуктивное рассуждение строится по схеме
[image: image225.jpg]C(a), C(ay), ...
vxC (x)
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(в схеме (1) над чертой перечислены посылки, под чертой записано заключение).
В случае, когда А — конечное множество, содержащее k элемен​тов (всевозможных частных случаев — k), т. е наши посылки ис​черпывают всевозможные частные случаи,  схема  (1)   представляет собой правило вывода, основанное на формуле
[image: image692.png]. W Jp.




и заключение достоверно(истинно, если истинны посылки).
В этом случае рассуждение, построенное по схеме (1), называется полной индукцией.
Если же множество А всевозможных частных случаев содержит более k элементов или же бесконечно (что особенно часто встречается в математике), т. е. когда наши посылки не исчерпывают всевозмож​ные частные случаи, то заключение по схеме (1) не является досто​верно истинным высказыванием, а лишь вероятно истинно (правдо​подобно) при истинности посылок.
В этом случае рассуждение, построенное по схеме (1), называется неполной индукцией.
В математике широко используется еще один вид индукции — полная математическая (или математическая) индукция.
Математическая индукция — специальный метод доказательства предложений   типа [image: image226.png]


 (или [image: image227.png]Vn € N(n >k o P (n),



 т.  е. предложений, выражающих некоторое свойство Р, присущее всем натуральным числам п (или всем п > k, где k — определенное нату​ральное число).
Этот метод хотя н называется индуктивным, по своей структуре представляет собой дедуктивное рассуждение, опирающееся на ак​сиому математической индукции:
[image: image228.png]P (1) A V(P (x) = P(x + 1)) D YnP(n)




(если 1 обладает некоторым свойством Р и если для всякого натураль​ного числа х имеем: если оно обладает этим свойством, то им обладает и непосредственно следующее за ним число х + 1, — то всякое на​туральное число п обладает свойством[image: image229.png]



Ввиду того что непосредственная проверка наличия свойства Р у любого натурального числа невозможна из-за бесконечности мно​жества N, поступают так: проверкой устанавливают наличие этого свойства у числа 1 и доказывают, что из допущения о наличии этого свойства у произвольного числа х следует его наличие и у непосред​ственно следующего за ним числа х + 1, (т. е. устанавливается, что свойство Р как бы «передается по наследству» от х к х + 1). После этого заключают об истинности доказываемого- предложения, т. е. о том, что свойством Р обладают все натуральные числа.
Иногда это заключение обосновывается следующим образом: так как доказываемое предложение верно для 1 и из того, что оно верно для произвольного х, следует, что оно верно и для х + 1, то оно вер​но и для числа 2; так как оно верно для 2, то на том же основании оно верно и для 2 + 1, т. е. для 3; и т. д. Следовательно, оно верно для любого натурального числа. Слова «и т. д.» свидетельствуют о незавершенности, а по существу о незавершимости этого рассужде​ния, состоящего из бесконечного числа шагов.
Роль аксиомы математической индукции состоит именно в том, что она позволяет заменить бесконечное индуктивное рассуждение конечным дедуктивным.
Заметим, что метод математической индукции неоднократно вклю​чался в школьную программу и неоднократно исключался из нее как предмет специального изучения. В любом случае он может разъяс​няться в связи с решением задач.
5.2. Полная индукция находит ограниченное применение в про​цессе обучения.
Примером полной индукции может служить рассуждение, которым следовало бы завершить доказательство теоремы об измерении впи​санного угла, если она доказывается отдельно для случая, когда центр окружности лежит на стороне угла, внутри или вне его.
Если a1 — случай «центр лежит на стороне угла», а2 — «центр лежит внутри угла» и а3 — «центр лежит вне угла», то[image: image230.png]{a,, a,, a3}



—множество всевозможных частных случаев и, если С (а) (означает «теорема доказана в случае а»), то с помощью рассуждения по схеме полной индукции [image: image231.jpg]€(24),C(ay).Cas)
YxC(x)




заключаем,   что   теорема   доказана
для всех возможных случаев, или что «теорема доказана».
Это рассуждение обычно опускается в учебниках. Целесообразно его явно высказать, чтобы научить этому методу учащихся.
5.3.  Обычно,   когда   говорят   «индуктивные   методы обучения», имеют в виду применение неполной индукции в обучении. Дальше, говоря «индукция», будем иметь в виду неполную индукцию.
Ввиду недостоверности заключения индукция не может служить методом доказательства. Но она является мощным эвристическим методом, т. е. методом открытия новых истин. В таком качестве ин​дукция должна широко применяться в школьном обучении в рамках методов, ориентированных на обучение учащихся деятельности по приобретению новых знаний
Индукция, так же как и аналогия, может привести к ложному заключению. Так, например, вычисляя значения выражения[image: image232.png]n*+n+17



 при n -1, 2, 3, ..., 15, мы получаем неизменно простые числа, и это наводит на мысль, что значение этого выражения при любом нату​ральном n есть простое число. Иначе говоря, на основании пятнад​цати частных посылок получено общее заключение, относящееся к бесконечному множеству частных случаев, и это заключение оказы​вается ложным, так как уже при n = 16 получаем составное число
[image: image233.png]16® + 16 4 17=16 « 17 + 17 = IT%




В истории математики были случаи, когда известные математики ошибались в своих индуктивных выводах. Например, П. Ферма пред​положил, что все числа вида[image: image234.png]


простые, исходя из того, что при n = 1, 2, 3, 4 они являются таковыми, но Л. Эйлер нашел, что уже при п = 5 число[image: image235.png]Ll |



не является простым (оно делится на 641).
Однако возможность получения с помощью индукции ложного за​ключения не является основанием для отрицания роли индукции в школьном обучении математике. Во-первых, применение индукции в обучении корректируется и направляется учителем к открытию ис​тин. Во-вторых, нужно добиваться понимания учащимися правдопо​добного характера индуктивного заключения. Поэтому, применяя индукцию, необходимо всячески подчеркивать, что заключение яв​ляется лишь предположением, гипотезой, которое может быть дока​зано (если оно истинно) или опровергнуто (если оно ложно). : : Например, когда учащиеся открывают свойство суммы углов треугольника с помощью измерений, необходимо разъяснить им, что мы можем высказать лишь предположение (гипотезу) о том, что «во всяком треугольнике сумма углов равна 180°». Во-первых, резуль​таты опыта лишь близки к 180°; во-вторых, даже предполагая, что все отклонения в одну или другую сторону вызваны неизбежными погрешностями измерений и для каждого из 30 треугольников, в ко​торых мы производили измерения углов, сумма углов действительно равна 180°, мы не можем на этом основании заключить, что она равна 180° в любом треугольнике.
Такими разъяснениями мы и добиваемся понимания учащимися правдоподобного характера индуктивного заключения.
5.4.   Надо отличать возможность ложного заключения от ошибоч​ного применения индукции.
В практике иногда встречаются ошибочные применения индукции
когда учащимся не предъявляется необходимое разнообразие частных посылок. Приведем пример. Учитель хотел привести учеников к от​крытию индуктивным путем правила умножения десятичных дробей, но из-за недостатка времени предложил только один пример, в кото​ром во множимом и множителе вместе было три десятичных знака. После разъяснения способа умножения на этом конкретном примере учитель поставил перед классом вопрос: «Какое же правило мы нашли для умножения десятичных дробей?» Ученик отчеканил «правило»: «Чтобы умножить десятичные дроби, мы умножаем их как целые чис​ла, не обращая внимания на запятые, а в произведении отделяем справа три десятичных знака». Вот к какому открытию можно при​вести учащихся, если строить индукцию на базе одной частной по​ссылки. Разумеется, возможно, что кто-нибудь из учащихся догадался, как правильно сформулировать общее правило, но наша цель — создание такой педагогической ситуации, в которой все или по край​ней мере большинство учащихся догадаются, как это сделать, а для этого нужно правильно подобрать последовательность частных по​сылок.
Совершенно очевидно, что на вопрос, сколько надо рассматри​вать частных посылок и какие, чтобы подвести учащихся к откры​тию общей закономерности, нельзя дать ответ, пригодный на все случаи применения индукции и для всех учащихся. Мы должны забо​титься, чтобы частное содержание, которое выражается в посылках и не должно входить в общее заключение, варьировалось, т. е. видо​изменялось от посылки к посылке, чтобы облегчить учащимся вы​явление того общего, неизменного, содержащегося во всех посылках, что и должно составлять содержание заключения. В приведенном выше примере частное содержание, которое должно варьироваться в посылках, это число десятичных знаков во множимом и мно​жителе.
5.5. На отдельных этапах обучения, в частности в IV—V классах, обучение математике ведется преимущественно индуктивными мето​дами. Здесь индуктивные заключения достаточно убедительны пси​хологически и в большинстве остаются пока (на этом этапе обучения) недоказанными. Можно обнаружить лишь изолированные «дедуктив​ные островки», состоящие в применении несложных дедуктивных рас​суждений в качестве доказательств отдельных предложений.
В дальнейшем обучении индукция уступает первенство дедукции. Однако она не исключается, меняется лишь ее роль. Если в IV—V классах она служит основным методом обучения, в дальнейшем она становится вспомогательным. С помощью индукции (или аналогии) мы открываем то, что подлежит доказательству дедуктивным путем.
Сочетание индукции с дедукцией в процессе обучения математике вполне правомерно. Когда говорят «математика — дедуктивная наука», то термин «математика» понимается здесь в смысле готовая, Уже построенная теория (или совокупность таких теорий). Когда же речь идет о методах обучения математике, то здесь, как мы уже разъ​яснили выше (§ 1), имеется в виду привлечение самих учащихся к Деятельности по построению системы математических знаний, разумеется, в той мере, в какой это им доступно под руководством учителя. В процессе же построения системы математических знаний наряду с дедукцией применяются и другие методы (наблюдение, опыт, индук​ция, аналогия и др.), в основе которых лежат правдоподобные рас​суждения.
Приведем пример. Признак перпендикулярности прямой и плос​кости — известная теорема стереометрии. Можно сообщить учащим​ся формулировку теоремы, изложить ее доказательство. Этот подход малоэффективен.
Можно поступить иначе. Определение перпендикулярности прямой к плоскости неэффективно: мы не можем проверить перпендикуляр​ность данной прямой к любой прямой плоскости, таких прямых бес​конечно много. Возникает задача: нельзя ли указать некоторое до​статочное условие перпендикулярности прямой к любой прямой плоскости?
Возникает гипотеза: перпендикулярность к одной прямой плос​кости. Но она быстро опровергается, можно построить модель пря​мой, перпендикулярной к одной прямой плоскости, но не перпенди​кулярной к другой.
Возникает другая гипотеза: перпендикулярность к двум прямым плоскости. Это уже кажется более правдоподобно (пока все учащиеся берут две пересекающиеся прямые плоскости). Однако и здесь обна​руживается противоречащий случай (если взять парал​лельные прямые плоскости, можно указать прямую, перпендикуляр​ную им, но не перпендикулярную некоторой третьей прямой плос​кости).
Наконец, формулируется уточненная гипотеза: если прямая пер​пендикулярна двум пересекающимся прямым плоскости, то она пер​пендикулярна любой прямой плоскости, т. е. и самой плоскости.
Таким путем мы открываем то, что подлежит дедуктивному дока​зательству.
Приведенный пример относится к курсу IX класса. Он подтверж​дает, что и на этом этапе обучения индуктивные методы не теряют своего значения.
§ 6. ДЕДУКЦИЯ

6.1. Дедукция (от лат. deductio — выведение) в широком смысле представляет собой форму мышления, состоящую в том, что новое предложение (а точнее, выраженная в нем мысль) выводится чисто логическим путем, т. е. по определенным правилам логического вывода (следования) из некоторых известных предложений (мыслей).
Впервые теория дедукции (логического вывода) была разработа​на Аристотелем. Эта теория развивалась, совершенствовалась с раз​витием науки логики. Особое развитие с учетом потребностей ма​тематики она получила в виде теории доказательства в математичес​кой логике.
Дедуктивное рассуждение (умозаключение) отличается от индук​тивного или рассуждения по аналогии достоверностью заключения, т. е. в дедуктивном рассуждении заключение истинно, по крайней мере когда истинны все посылки. В отличие от индукции (неполной) и аналогии в дедуктивном рассуждении нельзя получить ложное за​ключение из истинных посылок. Именно поэтому дедуктивные рас​суждения используются в математических доказательствах (доказа​тельствах математических предложений).
Широкое применение дедукции в математике обусловлено аксио​матическим методом построения математических теорий.
Аксиоматический метод по существу представляет собой свое​образный метод установления истинности предложений математичес​кой теории, состоящий в следующем: некоторые предложения, выра​жающие основные свойства первоначальных понятий или отношения между ними, принимаются за истинные. Это исходные предложения, или аксиомы теории. Истинность же остальных предложений, теорем этой теории, устанавливается с помощью дедуктивных доказательств, т. е. все остальные предложения теории логически выводятся (деду​цируются) из предшествующих им предложений, т. е. из аксиом, опре​делений и ранее доказанных теорем. Вот почему математику и назы​вают «дедуктивной» наукой (в ней все выводится, «дедуцируется» из некоторых исходных фактов, выраженных в аксиомах).
6.2. Дедукция как метод обучения математике включает:
1)  обучение дедуктивным доказательствам и
2)  обучение расширению дедуктивной системы включением в нее новых предложений, т. е. преобразованию совокупности предложений, полученных опытным путем, или с помощью индукции, аналогии или других эвристических методов, в систему предложений, упорядочен​ных отношением следования, расширяющую уже изученный фрагмент теории.
Рассмотрим эти два аспекта дедукции как метода обучения.
1) Под обучением доказательству мы понимаем обучение мысли​тельным процессам поиска и построения доказательства, а не воспро​изведению и заучиванию готовых доказательств. В таком понимании это педагогическая задача первостепенного общеобразовательного и воспитательного значения, выходящего за рамки математического образования. Учить доказывать означает прежде всего учить рас​суждать, а это одна из основных задач обучения вообще. Что же ка​сается значимости этой задачи для усвоения математических знаний, то она соразмерна значимости доказательства в самой математике.
Поиск доказательств осуществляется средствами, отличными от Дедуктивных, и вопрос об обучении поиску доказательства будет предметом следующего параграфа.
Обучение поиску и построению доказательств направляется тремя основными вопросами: «Что?», «Откуда?»-,  «Как?»
а) Что? — что доказывается? Каково «доказываемое» предложе​ние, для которого мы ищем доказательство? Как оно формулируется? Все ли понятно в этой формулировке? Нельзя ли иначе формулиро​вать доказываемое предложение? Что «дано»? Что «требуется дока​зать»?
Это далеко не полный перечень вопросов, которые мы объединяем в одном вопросе «Что?». Они связаны с изучением доказываемого предложения, с возможным приведением его к более удобному для выяснения условий и заключения виду. Например, представление доказываемых предложений в виде импликаций с использованием связки «если..., то...» облегчает учащимся выявление того, что «дано» (предложение, записанное между словами «если» и «то») и что «тре​буется доказать» (предложение, записанное после слова «то»). На​пример, расчленение теоремы «Вертикальные углы равны» на условие и заключение обычно вызывает затруднения у учащихся, но эти за​труднения сразу же устраняются, если сформулировать теорему в виде импликации: «Если углы вертикальные, то они равны». Анало​гично теорема «Диагонали ромба взаимно перпендикулярны» пред​ставляется в форме «Если параллелограмм — ромб, то его диагонали взаимно перпендикулярны», в которой легко определить условие и заключение.
Необходимо выяснять все условия теоремы. Так, мы не сможем доказать, что среднее арифметическое двух чисел больше их среднего геометрического, если не учтем, что это верно лишь для двух поло​жительных и неравных между собой чисел. Это подчеркивается в следующей записи этой теоремы в виде импликации:
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б)  Откуда? — откуда, из каких посылок следует   (может сле​довать) доказываемое предложение? Из каких уже известных истинных предложений данной области (аксиом, определений, ранее доказан​ных теорем) можно было бы «вывести» это предложение?
Ответ на этот вопрос требует концентрации внимания на содер​жании условий и заключения доказываемого предложения с целью выделения тех уже известных предложений, которые как-то связаны с этими условиями. Совокупность этих предложений составляет базу для поиска доказательства. Эти совокупности могут быть различны​ми, указывая на различные направления поиска, приводящие к раз​личным доказательствам одной и той же теоремы. Например, гото​вясь к доказательству теоремы о трех перпендикулярах, мы можем выделить (вспомнить) совокупность известных предложений, связан​ных с перпендикулярностью прямой и плоскости (определение, при​знак), но можем также думать о предложениях, связанных с перпен​дикулярностью векторов. В результате мы получаем два направления поиска и два различных доказательства теоремы о трех перпендику​лярах.
в)   Как? — как доказываемое предложение получается (выводит​ся) из ранее известных предложений (аксиом, определений, теорем)?
Этот вопрос находит в массовой практике обучения простой ответ: «С помощью рассуждения». Так разъясняется понятие доказатель​ства в ныне действующих и пробных учебных пособиях по геометрии для VI—X классов школы. Этим разъяснением интуитивное понятие доказательства сводится к другому интуитивному же понятию рас​суждения,   которое,   по-видимому,   считается  более  ясным.   Однако вряд ли слово «рассуждение» говорит учащимся намного больше, чем слово «доказательство», не говоря уже о том, что не всякое рас​суждение может служить доказательством (имеет доказательную силу).
Можно предполагать (и некоторые эксперименты подтверждают), что по вопросу о том, как мы рассуждаем, можно поднять​ся в школьном обучении (по крайней мере в школах с углубленным изучением математики или на факультативных занятиях) на более вы​сокий уровень, можно достичь некоторого прогресса в понимании то​го, что такое доказательство, в уточнении этого понятия.
Выделим в обучении доказательству два основных уровня. На первом уровне (IV—VII классы) используемые в доказательствах (неявно) логические средства вывода не выявляются, не разъясняются, основное внимание уделяется выяснению того, «что доказывается» и «из чего это следует», но не «как это следует». На этом уровне доказа​тельство рассматривается вообще как рассуждение, с помощью кото​рого истинность одного (доказываемого) предложения устанавливает​ся на основе истинности других предложений.
На втором уровне (в старших классах, на факультативных заня​тиях или в школах с углубленным изучением математики) учащимся могут быть разъяснены простейшие правила вывода и на этой основе уточнено понятие доказательства. Это уточнение достигается с по​мощью представления доказательства в определенной, стандартной форме, поддающейся точному описанию. На этом уровне учащимся становится доступным анализ доказательства, выявление его логи​ческой структуры, используемых в нем правил вывода, запись со​держательного доказательства в полной логической форме, т. е. его формализация.
Методика обучения этому рассматривается в главе III («Матема​тические понятия, предложения и доказательства»).
Разумеется, в практике обучения всегда применялись и будут применяться содержательные доказательства, представленные в виде обычных рассуждений и уровень строгости которых адекватен воз​можностям учащихся. Этот уровень должен естественным образом повышаться от класса к следующему в соответствии с развитием этих возможностей (а не наоборот, как это наблюдается в некоторых учеб​ных пособиях, в которых уровень строгости доказательств в VI клас​се выше, чем в IX).
В практике обучения учитель, как правило, сам доказывает в классе каждую подлежащую изучению теорему (а то и дважды или Даже трижды повторяет ее). Такой метод ориентирован главным образом на запоминание учащимися доказательств определенных теорем, и вряд ли можно таким методом научить учащихся доказы​вать. Сочетая же этот метод с методом обучения поиску доказательст​ва, мы научим их доказывать. Сам же поиск доказательства, как и всякий поиск, требует творческого мышления и развивает его. По​этому метод обучения поиску доказательства усиливает влияние учения на умственное развитие учащихся, на развитие их творчес​кого мышления. 2) В процессе обучения (опытным путем или с помощью эври​стических методов) открываем, что при условии А имеет место не​которое свойство В. В таком случае предстоит доказать теорему, имеющую вид импликации[image: image237.png]


где А — условие, а В — заключение теоремы.
После доказательства теоремы [image: image238.png]


 изученный фрагмент теории, например геометрии, расширяется, включая и это предложе​ние, которое в дальнейшем уже может использоваться в качестве одной из посылок при доказательстве других, новых теорем.
Однако расширение фрагмента теории только одним предложе​нием, характерное для установившейся методики обучения, не явля​ется наиболее рациональным способом продвижения в теорию, расши​рения знаний применением дедукции в качестве метода обучения. Во-первых, этот способ не отражает специфики метода дедукции в самой математике. При описании реальных ситуаций, как правило, получают не одно предложение, а совокупность предложений, кото​рая впоследствии исследуется с целью логического упорядочения, превращения в «маленькую» теорию, присоединяемую к уже изучен​ному (построенному) фрагменту «большой» теории. Во-вторых, обыч​ное использование дедукции в обучении нерационально, малоэффек​тивно и с дидактической точки зрения. Выдвигаемый в методической литературе тезис обучения «укрупненными блоками» применительно к дедуктивно построенному фрагменту учебного материала по суще​ству означает продвижение в теорию не единичными предложениями, а маленькими теориями, описывающими определенные ситуации, фигуры и т. п.
Получается следующая общая схема.
Пусть при описании некоторой реальной ситуации опытным пу​тем или другими эвристическими методами получено множество пред​ложений
[image: image239.png]M = {py, pay .-, Pu}s THER > 1.




Возникает проблема выяснения логических связей между предло​жениями из М, а точнее, из какого подмножества[image: image240.png]AAc M)



предло​жений можно вывести все остальные, разумеется, с использованием уже имеющихся знаний (Г). Иными словами, исследование этой про​блемы должно иметь в качестве результата построение маленькой теории, присоединяемой к Г. Это означает выбор такой системы А предложений (посылок, локальных аксиом), чтобы следования
[image: image241.png]T, A= p,




имели место для любых[image: image242.png]



Приведем конкретный пример применения этой схемы в обучении. Рассмотрим несколько  геометрических ситуаций,  изображенных на рисунке 16, а, б, в, и попытаемся описать их математически, т. е. описать с помощью математических предложений то, что мы видим на каждом из этих рисунков.
При этом будем  пользоваться  наблюдением,  опытом (например можно скопировать рисунок на лист [image: image693.png]V4C () & A Ca),



прозрачной бумаги, согнуть его определенным образом), измерениями.
а) То, что изображено на рисунке 16, а, можно описать следую​щим образом.
Мы видим, что точка О лежит на отрезке АВ, т. е.

[image: image243.jpg]p1:0 € [AB);




что она — середина этого отрезка (можно подкрепить это предполо​жение измерением):

                                                                              [image: image244.jpg]pai | AO | = | OB |;




используя наши знания центральной симметрии, можно также утвер​ждать, что

[image: image245.jpg]P3:Z2,(A) =B




И [image: image246.jpg]Pi: Z([AB]) = [BA]




Итак, мы получили множество из четырех предложений
[image: image247.png]M = {ps, ps, ps, pu}-




Возникает вопрос: нужно ли запоминать все эти четыре предло​жения, чтобы знать все о фигуре, изображенной на рисунке 16, а?
Выясним, что из чего следует в множестве М.
Из p1 не следует р2, так как точка О может принадлежать отрезку АВ, но не быть его серединой.
Из р2 не следует р1 так как точка О может быть равноудаленной от концов отрезка АВ, но не принадлежать этому отрезку.
Из p1 и р2 следует р3 (по определению центральной симметрии), а из p3 следует р4 (из того же определения).
Но можно в качестве исходного принять одно предложение р3. з него следуют все остальные (рис. 17, б). [image: image694.jpg]@)



Можно также принять в качестве исходного предложение p4 (рис. 17, в). В этом простом случае (четырех предложений) легко найти все возможные способы логического упорядочения с помощью отношения следования (превращения множества М в маленькую теорию).
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б) Для описания ситуации, изображенной на рисунке 16, б, мы дополним множество М следующими предложениями:

Мы получили новое, расширенное множество предложений
[image: image248.png]My = {p1, Pa, ---» Py} TaKoe, uro M = M,.




[image: image696.jpg]ps:OEL
:[AB] Rl=0;
e IL[AB].
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Здесь уже возможно намного большее число различных систем исходных предложений, каждая из которых имеет среди своих след​ствий все предложения из М1
Например, достаточно в каждом из трех вариантов системы ис​ходных предложений для множества М присоединить к исходным пред​ложениям p8, или р9, или р5 и р7, или р6 и p7 и мы уже получим 12 различных систем.
Если, например, присоединить к варианту б (рис. 17) в качестве исходного предложения p8, полу​чим дедуктивную структуру, изоб​раженную на рисунке 18.
в) Нетрудно заметить, что фигу​ра, изображенная на рисунке 16, в, включает в себя фигуру, изображен​ную на рисунке 16, б, но содержит и некоторые другие элементы: точку С, лежащую на прямой l:
[image: image249.png]P0:CEL




отрезки СА и СВ, которые, очевид​но, равны:
[image: image250.png]pu: |CA|l = |CB;




они же симметричны относительно l
[image: image251.png]Pia: S; ([GA)) = [CB].




Возникает также предположение, что и углы CAB и СВА равны:
[image: image252.png]P1at £LCAB = LCBA.




И что l — биссектриса угла С:
[image: image253.png]Puut LACO = £LBCO




и сам треугольник ABCсимметричен относительноl, т. е.
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Мы получили теперь множество предложений
[image: image698.png]P15 S; (A CAB) = ACBA.




Возникает задача, аналогичная той, которую решили для M1 т. е. найти такую систему исходных предложений, среди следствий которых находились бы все предложения из М2.
Возьмем, например, систему[image: image254.png]Ay = {ps, ps}



исходных предложений для M1 и присоединим к ней предложение p10. Иными словами, при​мем систему исходных предложений[image: image255.png]A, = (lax: DPes Pio)-



 Так как из A1 следуют все предложения из М1 то остается доказать, что из А2 следует каждое из предложений р11-p15.                                  Легко заметить, что
[image: image256.png]Py P16™> P12;
Per P P15
P12=> Piyy




так как всякие симметричные фи​гуры равны.
[image: image699.png]Pis} I;];Tl;t;em My M,.




[image: image700.png]= S (LCAB) = £CBA,
S; (L.CAB) = L CBA= p,s;
o pic S; (LACO) — 4 CBO;
1 (LACO) = £ BCO= py,.




(Каждое из перечисленных следо​ваний представляет собой задачу на доказательство.)
Итак, множество А2 = {p3,p8,p10) годится в качестве системы исходных предложений (посылок) Для доказательства всех осталь​ных предложений из М2. Полу​ченная дедуктивная структура (по​рожденная выбором исходных пред​ложений А2 и отношением следова​ния) изображена на рисунке 19.
Если проанализировать дока​зательства предложений  р11-p15 (которые мы опустили), то легко обнаружить, что в них используются,
свойства изучаемого объекта, очень часто требует анализа того, что уже известно о нем.
В математике, чаще всего, под анализом понимают рассуждение в «обратном направлении», т. е. от неизвестного, от того, что необхо​димо найти, к известному, к тому, что уже найдено или дано, от того, что необходимо доказать, к тому, что уже доказано или принято за истинное.
В таком понимании, наиболее важном для обучения, анализ яв​ляется средством поиска решения, доказательства, хотя в большин​стве случаев сам по себе решением, доказательством еще не является.
Синтез, опираясь на данные, полученные в ходе анализа, дает решение задачи или доказательство теоремы.
Мы ограничимся этим пониманием анализа и синтеза.
7.2. Анализ лежит в основе весьма общего подхода к решению задач (имеется в виду нестандартных задач, для которых нет соот​ветствующего алгоритма), известного под названием сведения (ре​дукции) задачи к совокупности подзадач.
Идея такого подхода состоит именно в свойственном для анализа «размышлении в обратном направлении» от задачи, которую пред​стоит решить, к подзадачам, затем от этих подзадач к подподзадачам и т. д., пока исходная задача не будет сведена к набору элемен​тарных задач. Что же понимают под «элементарными задачами»? Это, во-первых, задачи, решаемые за один шаг поиска, во-вторых, более сложные задачи (т. е. не решаемые за один шаг поиска), реше​ние которых уже известно из имеющегося опыта решения задач.
Из такого понимания элементарной задачи следует, что чем боль​ший опыт решения задач, тем больше задач становятся для нас «эле​ментарными» в упомянутом выше смысле, а следовательно, тем мень​ше объем поиска при решении новых задач, их сведения к элемен​тарным, так как цель поиска состоит в получении элементарных задач, останавливающих процесс поиска.
Рассмотрим пример применения описанного подхода к решению задачи на доказательство: «Если через точку вне окружности прове​сти секущую и касательную, то произведение секущей на ее внешнюю часть равно квадрату касательной».
Обозначим для краткости через Р условие: [image: image257.png][AC]



— касательная, С — точка   касания; [image: image258.png]


— секущая,— [image: image259.png][AB]



 ее   внешняя   часть; через Q — заключение: [image: image260.png]|AD | - |AB! = |AC|*



(рис. 20).
Во введенных обозначениях задача запишется так:
[image: image261.png]F,P; Q,




где Г — совокупность уже  известных   истинных   предложений   гео​метрии.
Доказываемое равенство непосредственно из ранее известного получить как будто нельзя. Нельзя ли это равенство несколько пре​образовать? Его можно представить в виде пропорции
[image: image262.png]



кроме исходных предложений из А2, ранее уже изученные геометри​ческие факты, например определения и свойства осевой и центральной симметрии, равенства фигур.
Как видно, мы построили маленькую теорию, описывающую фигу​ру, изображенную на рисунке 16, в (равнобедренный треугольник), в рамках «большой» геометрической теории, кусок которой (некоторые аксиомы, определения и теоремы) мы уже знали и использовали.
Для множества предложений М2 (так же как для М1 или М) мож​но, разумеется, выбрать различные системы исходных предложений. Наряду  с  А2  можно   выбрать,   например,   А3 = {р3,  р5, р12}   или А4 = {р3,  р5, р7, р10}, А5 = {р3,  р5, р11}, А6 = {р15} и др.
Важно заметить, что каждая система определяет вариант «теории равнобедренного треугольника» и соответствующий вариант опреде​ления: треугольник равнобедренный, если
(А2) две вершины симметричны относительно прямой, проходящей через третью вершину, или
(А3) две стороны симметричны относительно прямой, на которой лежит медиана, опущенная на третью сторону, или
(А4) медиана и высота, опущенные из одной вершины, совпадают, или
(А5)  две стороны равны, или
(А6)  имеется ось симметрии и др.
Все эти определения с логической точки зрения равносильны, так как они определяют один и тот же класс фигур. Обычно в школь​ных учебниках выбирается определение, соответствующее А5. Этот выбор уже связан не с логическими, а с дидактическими соображения​ми (равенство двух сторон — свойство наглядное, поэтому оно и при​нимается за определяющее, исходное для построения теории).
Иллюстрированная приведенным примером обобщенная схема (1) применения дедукции в обучении математике, как и любой другой метод обучения, не является универсальной.
Выбор темы, учебного материала, к изучению которого целесо​образно применить описанный, как и вообще тот или иной метод обу​чения, представляет собой сложную педагогическую проблему, для решения которой требуется глубокий анализ подлежащего изучению материала.
§ 7. АНАЛИЗ И СИНТЕЗ

7.1. Анализ — логический прием, метод исследования, состоя​щий в том, что изучаемый объект мысленно (или практически ) рас​членяется на составные элементы (признаки, свойства, отношения), каждый из которых исследуется в отдельности как часть расчленен​ного целого.
Синтез — логический прием, с помощью которого отдельные эле​менты соединяются в целое.
Очень часто умение мыслить связывают с умением анализировать. Это вполне правомерно, так как вывод следствий, выражающих новые свойства изучаемого объекта, очень часто требует анализа того, что уже известно о нем.
В математике, чаще всего, под анализом понимают рассуждение в «обратном направлении», т. е. от неизвестного, от того, что необхо​димо найти, к известному, к тому, что уже найдено или дано, от того, что необходимо доказать, к тому, что уже доказано или принято за истинное.
В таком понимании, наиболее важном для обучения, анализ яв​ляется средством поиска решения, доказательства, хотя в большин​стве случаев сам по себе решением, доказательством еще не является.
Синтез, опираясь на данные, полученные в ходе анализа, дает решение задачи или доказательство теоремы.
Мы ограничимся этим пониманием анализа и синтеза.
7.2. Анализ лежит в основе весьма общего подхода к решению задач (имеется в виду нестандартных задач, для которых нет соот​ветствующего алгоритма), известного под названием сведения (ре​дукции) задачи к совокупности подзадач.
Идея такого подхода состоит именно в свойственном для анализа «размышлении в обратном направлении» от задачи, которую пред​стоит решить, к подзадачам, затем от этих подзадач к подподзадачам и т. д., пока исходная задача не будет сведена к набору элемен​тарных задач. Что же понимают под «элементарными задачами»? Это, во-первых, задачи, решаемые за один шаг поиска, во-вторых, более сложные задачи (т. е. не решаемые за один шаг поиска), реше​ние которых уже известно из имеющегося опыта решения задач.
Из такого понимания элементарной задачи следует, что чем боль​ший опыт решения задач, тем больше задач становятся для нас «эле​ментарными» в упомянутом выше смысле, а следовательно, тем мень​ше объем поиска при решении новых задач, их сведения к элемен​тарным, так как цель поиска состоит в получении элементарных задач, останавливающих процесс поиска.
Рассмотрим пример применения описанного подхода к решению задачи на доказательство: «Если через точку вне окружности прове​сти секущую и касательную, то произведение секущей на ее внешнюю часть равно квадрату касательной».
Обозначим для краткости через Р условие: [image: image263.png][AC]



— касательная,
С — точка   касания; [image: image264.png]


— секущая,— [image: image265.png][AB]



 ее   внешняя   часть;
через Q — заключение: [image: image266.png]|AD | - |AB! = |AC|*



(рис. 20).
Во введенных обозначениях задача запишется так:
[image: image267.png]F,P; Q,




гДе Г — совокупность уже  известных   истинных   предложений   гео​метрии.
Доказываемое равенство непосредственно из ранее известного получить как будто нельзя. Нельзя ли это равенство несколько пре​образовать? Его можно представить в виде пропорции
[image: image268.png]
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Следовательно, 

[image: image269.png]? |ACI _ |AB|
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 , Q-элементарная задача.
Но тогда возникает новая  задача:
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Откуда можно получить пропор​циональность отрезков? Очевидно, из подобия треугольников, в кото​рых эти отрезки являются сходственными   сторонами.   Какие   же   треугольники   нужно   образовать? Это видно из самой пропорции.   Если   члены   первого   отношения [image: image271.png](IAC|, |AD])



 будем считать сторонами одного треугольника, а члены второго отношения [image: image272.png](AB|, |AC|)



— сторонами другого треугольника,
то нужно образовать треугольники ACD и ABC, т. е. соединить точ​ки (С, D) и (В, С) (рис. 20, б) (к этому же мы придем, если допустим, что предыдущие члены отношений — стороны одного треугольника, а последующие — стороны другого).
Итак,— элементарная задача (пропорциональность сходственных сторон непосредственно сле​дует из подобия треугольников), но тогда возникает новая задача:
[image: image273.png]?
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Перебирая (в уме) признаки подобия треугольников и учитывая, что пропорциональность сторон нам нужно доказать и поэтому на нее нельзя ссылаться, приходим к элементарной задаче:
[image: image274.png][P, /A= /A, LACB = £ADC= AACD o» AABC



 (первый признак подобия треугольников). Но тогда возникают еще две новые задачи:
[image: image275.png]? ?
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первая из которых тривиальна (совпадающие углы равны), вторая непосредственно следует из измерения вписанного угла и угла, образованного касательной и хордой, и поэтому может считаться эле​ментарной.
На этом сведение исходной задачи к подзадачам завершается.
Теперь, идя обратным путем, от элементарных задач, к которым мы свели в конце концов исходную задачу, мы получим решение этой задачи, т. е. доказательство сформулированного предложения.
Осуществленный поиск (с помощью сведения задачи к совокупно​сти подзадач) доказательства и само полученное в результате этого поиска решение могут быть наглядно представлены в виде следую​щих графов: 
В приведенном примере исходная задача была сведена к одной совокупности подзадач, в результате чего был открыт один способ решения (доказательства). Однако часто подобный поиск открывает возможность сведения исходной задачи к альтернативным совокуп​ностям подзадач. Такой процесс сведения наглядно изображается с помощью так называемого И/ИЛИ графа.
Изображенный на рисунке 21 с помощью такого графа процесс сведения задачи А состоит в следующем: для решения задачи А до​статочно решить одну из задач В или С (В и С называются ИЛИ- вершинами графа или вершинами типа ИЛИ). Для решения задачи В необходимо решить задачи D и Е (D и Е называются И- вершинами
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или вершинами типа И). Такого же типа являются вершины F, G Н, К, L (стрелки, ведущие к И- вершинам, соединены дугой). Вер​шины же М и Р являются опять ИЛИ-вершинами (для решения за​дачи Я достаточно решить одну из задач — М или Р).
И/ИЛИ-граф оказывается под​ходящей формой для наглядного представления процесса сведения и может быть использован в обу​чении.
Приведем пример.
Задача. Доказать, что сере​дины полудиагоналей параллело​грамма являются вершинами парал​лелограмма.
Обозначим   через   Р   совокуп​ность   посылок   (условие),   т. е. [image: image276.png]


 параллелограмм;
[image: image277.png]|BBy| = |B,O|; |CCy| = |C,0|; |DDy| = |D40|}



 (рис. 22).
1режде чем приступить к поиску решения сведением задачи к подзадачам, необходимо вспомнить все связанные с рассматриваемыми в задаче объектами уже известные положения (определения, призна​ки, другие ранее доказанные теоремы, касающиеся параллелограмма, треугольника, средней линии треугольника). Эти положения могут оказаться полезными в процессе сведения данной задачи к подзада​чам.
Определение и каждый из известных признаков параллелограмма подсказывает возможное направление поиска. Можно вести поиск по всем этим направлениям, если мы хотим найти различные способы доказательства. Но, если мы ищем один, возможно более простой, способ, мы ведем поиск лишь в том направлении, которое кажется более перспективным, исходя из той эвристической информации, которая заложена в условии. Так как условие связано с диагоналями, то можно предполагать, что именно признак параллелограмма, свя​занный со свойствами диагоналей, быстрее приведет к цели.
На приведенном ниже фрагменте и/или-графа поиск доведен до конца лишь в этом направлении, на нем для краткости через Q обо​значено заключение («[image: image278.png]AB,C,Dy



— параллелограмм»).
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Полный граф поиска (по всем направлениям) позволяет сравнить различные способы доказательства, выявить наиболее рациональный (приведенный на схеме) и подсказывает учителю, как направить поиск учащихся по кратчайшему пути.
Как показывает этот пример, из условия задачи можно извлечь эвристическую информацию, способствующую открытию наиболее перспективного направления поиска.
Найденный способ доказательства может быть представлен . в виде следующего графа, наглядно изображающего синтез этого дока​зательства и легко получающегося из графа поиска, если продви​гаться от элементарных задач к началу, т. е. к доказываемому предло​жению.
7.3. Внимательно изучив оба примера сведения задачи на дока​зательство к подзадачам, можно заметить, что в них применена одна И та же схема поиска доказательства. Ввиду того что эта схема встре​чается довольно часто, рассмотрим ее в общем виде.
Пусть необходимо доказать предложение
[image: image279.png]«Ecau P, 10 Q».




Мы уже знаем, что эту задачу можно представить в виде
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где Г — совокупность уже известных предложений теории, на языке которой сформулировано и доказываемое предложение.
Общая схема сведения к подзадачам задач такого вида состоит в том, что в исходную задачу вводят новые дополнительные посылки так, чтобы получить элементарную задачу, а затем формулируют до​полнительные задачи на доказательство этих новых посылок.
Так, при, сведении задачи (1) может быть добавлена одна новая посылка X1. В этом случае получаем:
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Если задача (2) элементарная, то процесс сведения задачи (1) к элементарным задачам завершен.
Если же задача (2) не является элементарной, то к ней применяется такая же процедура поиска, что и к задаче (1), т. е. ищем такую по​сылку Х2, добавление которой позволило бы нам получить элемен​тарную задачу и новую задачу на доказательство дополнительной посылки Х2:
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Если задача (3) элементарная, то поиск решения задачи (1) закан​чивается, она сведена к элементарным задачам. Если же нет, то к за​даче (3) применяется такая же процедура поиска и т. д.
Но что здесь означает «и т. д.»?
Процесс поиска должен быть конечен и состоять из не очень боль​шого числа, шагов, так как его осуществляет человек. Очень большой объем поиска часто является причиной того, что процесс решения не доводится до конца.
Вообще, процесс поиска (по описанной выше схеме) может иметь два исхода: либо через определенное число шагов мы получаем эле​ментарные задачи (т. е. поиск привел к решению исходной задачи), либо на каком-то шагу мы получаем неэлементарную задачу, которую не удается свести к элементарным таким же путем, т. е. в наших знаниях мы не находим той дополнительной посылки, с помощью которой
это можно было бы сделать. В таком случае поиск не привел к решению исходной задачи, нас постигла неудача, или, как часто говорят, «мы зашли в тупик». Если это случилось, то необходимо (возможно после некоторого перерыва) возобновить поиск решения задачи, но уже по другому направлению, с помощью других «операторов сведения»!
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Описанная схема поиска не всегда применяется в таком виде, когда на каждом шагу добавляется только одна дополнительная по​сылка.
Встречаются случаи, как это имело место в одном из приведенных примеров, когда одновременно добавляется несколько дополнитель​ных посылок, чтобы превратить нашу задачу в элементарную, и по​лучают несколько новых задач на доказательство этих дополнитель​ных посылок:
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Иногда, как это случилось во втором из приведенных примеров, в самом начале поиска доказательства мы обнаруживаем несколько возможных направлений поиска и ведем его по всем этим направле​ниям, открывая различные способы доказательства.
Описанная схема поиска доказательства, естественно, не един​ственно возможная. Она также не является универсальной, т. е. применимой к любой задаче на доказательство, независимо от струк​туры доказываемого предложения.
7.4. Подход к решению задач, состоящий в сведении задач к со​вокупности подзадач, находит широкое применение в практике ре​шения не только задач на доказательство.
Приведем в качестве примера арифметическую задачу для IV клас​са: «В двух бригадах совхоза участки под зерновые составляли 2000 га и 3000 га соответственно. Первая бригада собрала по 30 ц, вторая rjo 26 ц с гектара. Продано государству 5500 т е первого участка и 7000 т со второго. Остальное зерно засыпано в семенной фонд. Сколько зерна засыпал совхоз в семенной фонд?»
[image: image708.png]


Обычно анализ задачи по существу представляет собой процесс сведения данной задачи к совокупности подзадач, доведенный до эле​ментарных задач. Здесь элементарной считается задача, решаемая с помощью не более одного действия над данными задачи (т. е. эле​ментарной считается и задача, решение которой находится среди дан​ных, например: «Сколько зерна продано государству с первого уча​стка?»).
Возможен и иной путь поиска.
Построение   самого   процесса   решения   (синтез)   осуществляется последовательным решением подзадач в обратном порядке, начиная с элементарных (1—2—3—4—5).

§ 8. МЕТОДЫ ПРОБЛЕМНОГО ОБУЧЕНИЯ

8.1. Под проблемным обучением обычно понимают обучение, про​текающее в виде снятия (разрешения) последовательно создаваемых в учебных целях проблемных ситуаций.
Что же такое проблемная ситуация?
С психологической точки зрения проблемная ситуация представ​ляет собой более или менее явно осознанное затруднение, порождае​мое несоответствием, несогласованностью между имеющимися знания​ми и теми, которые необходимы для решения возникшей или предло​женной задачи.
Задача, создающая проблемную ситуацию, и называется проблем​ной   задачей,   или   просто   проблемой.
Сказанное относится и к науке, и к обучению, названному проб​лемным и имитирующему в какой-то мере процесс развития научных знаний путем разрешения проблемных ситуаций. Нередко задача, кото​рая является проблемной при изучении школьного курса математи​ки (учебной проблемой), когда-то возникала как научная проблема-
В качестве психологической основы проблемного обучения обычно называют сформулированный С. Л. Рубинштейном тезис: «Мышле​ние начинается с проблемной ситуации».
Осознание характера затруднения, недостаточности имеющихся знаний раскрывает пути его преодоления, состоящие в поиске новых знаний, новых способов действий, а поиск — компонент процесса творческого мышления. Без такого осознания не возникает потреб​ности в поиске, а следовательно, нет и творческого мышления.
Таким образом, не всякое затруднение вызывает проблемную си​туацию. Оно должно порождаться недостаточностью имеющихся знаний, и эта недостаточность должна быть осознана учащимися.
Однако и не всякая проблемная ситуация порождает процесс мышления. Он не возникает, в частности, когда поиск путей   разрешения проблемной ситуации непосилен для учащихся на данном эта​пе обучения в связи с их неподготовленностью к необходимой деятель​ности.
Это чрезвычайно важно учесть, чтобы не включать в учебный процесс непосильных задач, способствующих не развитию самостоя​тельного мышления, а отвращению от него и ослаблению веры в свои силы.
Какую же задачу можно считать проблемной для учащихся опре​деленного класса, каковы признаки проблемы?
Признаками проблемы являются:
1)  порождение  проблемной  ситуации   (в   науке  или   в  процессе обучения),
2)  определенная готовность и определенный интерес решающего к поиску решения и
3)  возможность неоднозначного пути решения,  обусловливающая наличие различных направлений поиска.
Совершенно очевидно, что эти признаки носят прагматический характер, т. е. они отражают отношение между задачей и теми, кому она предложена. Не имеет смысла ставить вопрос, например: «Яв​ляется ли задача «Решить уравнение[image: image283.png]


проблемной?»— безотносительно к тому, кому она предложена. Вопрос неопределен​ный, так как на него нельзя однозначно ответить. Если эта задача предложена учащимся до того, как они изучили теорию квадратных уравнений и знают формулу корней, она для них несомненно пробле​ма, создает у них проблемную ситуацию, так как имеющиеся у них знания недостаточны для ее решения. Если же эта задача предложе​на учащимся, уже владеющим соответствующим алгоритмом, то, ес​тественно, для них она не является проблемой.
В связи с проблемным обучением употребляют обычно два термина: «проблема» и «проблемная задача». Иногда они понимаются как си​нонимы, чаще же объекты, обозначаемые этими терминами, отличают по объему. Проблема распадается на последовательность (или раз​ветвленную совокупность) проблемных задач. Таким образом, проб​лемную задачу можно рассматривать как простейший, частный слу​чай проблемы, состоящей из одной задачи.
Например, можно поставить проблему изучения трапеции. Одна из проблемных задач, входящих в эту учебную проблему, состоит в открытии (а точнее, переоткрытии) свойства средней линии трапе​ции. Можно поставить проблему изучения некоторой новой функции. Одна из проблемных задач, входящих в состав этой проблемы, со​стоит в определении промежутков возрастания, убывания этой функ​ции. Другая задача — выяснение наличия экстремумов и т. д.
В осуществлении проблемного обучения естественно начинать с проблемных задач, подготавливая этим самым почву и для постанов​ки учебных проблем.
8.2. Проблемное обучение ориентировано на формирование и Развитие способности к творческой деятельности и потребности в ней, т. е. оно более интенсивно, чем непроблемное обучение, влияет На развитие творческого мышления учащихся. Но   чтобы эта  функция проблемного обучения наилучшим образом была реализована, недостаточно включить в процесс обучения случайную совокупность проблем.
Система проблем должна охватывать основные ти​пы проблем, свойственных данной области знаний, хотя может и не ограничиваться ими.
Какие же типы проблем свойственны математике и могут быть включены (разумеется, на соответствующем уровне) в проблемное обучение математике?
Исследования в математике охватывают большое разнообразие типов проблем. Одни проблемы возникают внутри математики и свя​заны с дальнейшим развитием или внутренним строением математи​ческих теорий, другие же возникают вне математики и связаны с ее приложениями в различных областях знаний. Часто именно предъ​являемые математике извне новые задачи обусловливают дальней​шее развитие математических теорий или создание новых теорий. Это обстоятельство является важнейшим при отборе основных типов проблем для обучения математике. Мы должны исходить из реальных ситуаций и задач, возникающих как в самой математике, так и вне математики, чтобы ими мотивировать необходимость дальнейшего развития математических знаний. В последнем случае подобные ис​следования часто начинаются с поиска математического языка для описания рассматриваемой ситуации, изучаемого объекта, построе​ния его математической модели. Построенная модель подлежит затем исследованию с помощью соответствующей теории (если она уже по​строена). Или для этой цели необходимо дальнейшее развитие теоре​тических знаний, построение теории изучаемого объекта. И наконец, построенная теория с помощью различных интерпретаций применяет​ся к новым объектам.
Таким образом, можно указать по .крайней мере три основных типа учебных проблем, приближающих, уподобляющих процесс обу​чения математике процессу исследования в математике.
Это, во-первых, проблема математизации, математического опи​сания, перевода на язык математики ситуаций и задач, возникаю​щих вне математики (в различных областях знаний, техники, произ​водства) или внутри математики (например, перевод геометрической ситуации на язык алгебры или обратно). В самом общем виде ее можно назвать проблемой построения математических моделей.
Второй основной тип проблем состоит в исследовании результата решения проблем первого типа, это проблема исследования раз​личных классов моделей. Результатом решения проблем этого типа является дальнейшее развитие системы теоретических знаний путем включения в нее новых «маленьких теорий».
Третий основной тип проблем связан с применением новых тео​ретических знаний, полученных в результате решения проблем вто​рого типа, в новых ситуациях, существенно отличающихся от тех, в которых приобретены эти знания. Результатом решения проблем этого типа является перенос математических знаний на изучение новых объектов.
Таким образом, три основных типа проблем выполняют различ​ные функции: решение проблем первого типа дает новые знания; решение проблем второго типа приводит эти знания в систему; реше​ние проблем третьего типа раскрывает новые возможности примене​ния этой системы знаний.
8.3. Несмотря на совершенно явные достоинства проблемного обучения перед непроблемным, ни на каком этапе школьное обучение не может строиться целиком как проблемное. Для этого потребовалось бы много времени, намного больше, чем возможно выделить на обу​чение математике. Более того, переоткрытие всего программного со​держания в процессе обучения привело бы к обеднению этого процес​са (например, в выработке навыков самостоятельной работы с книгой, усвоения лекций и др.).
Поэтому возникает педагогическая проблема отбора фрагментов школьного курса математики (отдельных разделов, тем, пунктов) для осуществления проблемного обучения. Этот отбор требует про​ведения логико-дидактического анализа учебного материала, выяс​нения возможности постановки основных или других типов проблем, их эффективности в достижении целей обучения. Во многом это за​висит и от конкретных условий работы в том или ином классе.
Изложение учебного материала в школьных учебниках редко при​способлено для проблемного обучения. Но учебные тексты могут быть легко переработаны для осуществления такого обучения.
К методам проблемного обучения относятся: исследовательский метод, эвристический метод и метод проблемного изложения.
8.4. Центральное место в проблемном обучении занимает исследо​вательский метод. Этот метод предполагает построение процесса обу​чения наподобие процесса научного исследования, осуществление основных этапов исследовательского процесса, разумеется, в упро​щенной, доступной учащимся форме: выявление неизвестных (неяс​ных) фактов, подлежащих исследованию (ядро проблемы); уточнение и формулировка проблемы; выдвижение гипотез; составление плана исследования; осуществление исследовательского плана, исследова​ние неизвестных фактов и их связей с другими, проверка выдвинутых гипотез; формулировка результата; оценка значимости полученного нового знания, возможностей его применения.
Важная особенность исследовательского метода состоит в том, что в процессе решения одних проблем постоянно возникают новые.
Исследовательский метод в обучении, однако, лишь в какой-то мере имитирует процесс научного исследования. Учебное исследова​ние отличается от научного некоторыми существенными особен​ностями.
Во-первых, как уже упомянулось выше, учебная проблема, т. е. то, что исследуется в процессе проблемного обучения, и та истина, которую учащиеся открывают, для науки не являются новыми. Но они новы для учащихся, а открывая для себя то, что в науке давно открыто, учащиеся на этом этапе своей учебной деятельности мыслят как первооткрыватели. Поэтому применение исследовательского мето​да в обучении относят  к дидактике «переоткрытия» (учащиеся приводятся к самостоятельному «переоткрытию» того,  что в науке уже давно открыто).
Во-вторых, стимулы учащихся к проведению исследования отлич​ны от стимулов, побуждающих ученого к исследованию. Учебное исследование ведется учащимися под руководством, с личным учас​тием и с помощью учителя. Эта помощь должна быть такой, чтобы учащиеся считали, что они самостоятельно достигли цели.
Д. Пойа различает внутренние и внешние подсказки. Первые таковы, что они как будто извлекают у учащихся их собствен​ные мысли, вторые (более грубые) подсказки оставляют учащимся лишь выполнение технической работы, снимая потребность поиска. Естественно, что руководство поиском учащихся требует хорошей методической подготовки, разработки для каждого планируемого учебного исследования соответствующей системы вопросов и указаний (подсказок), «подталкивающих» учащихся  по  направлению  поиска.
В-третьих, как и всякий другой метод обучения, исследователь​ский метод не является универсальным методом обучения. В младших и средних классах школы в деятельность учащихся могут включаться лишь отдельные элементы исследований. Это является подготовкой для применения в старших классах исследовательского метода в более развитой и сложной форме. Но и на этом этапе обучения этот метод может применяться лишь для изучения отдельных тем, вопросов.
Для того чтобы знания учащихся были результатом их собствен​ных поисков, управляемых учителем, их самостоятельной познава​тельной деятельности, необходимо организовать эти поиски, разви​вать познавательную деятельность учащихся, что, несомненно, более сложно и требует методической подготовки более высокого уровня, чем объяснение изложенного в школьном учебнике материала и тре​бование его заучивания учащимися.
Для того чтобы учитель мог организовать процесс обучения школь​ников, подобно процессу исследования, создавать педагогические ситуации, стимулирующие их открытия, управлять творческим по​иском учащихся, он должен иметь некоторый собственный опыт ис​следовательской работы, хотя бы на уровне учебных исследований, иметь на своем собственном счету немало «открытий» (пусть и малень​ких открытий для себя). Выражаясь словами Д. Пойа, учитель дол​жен сам почувствовать «напряженность поиска и радость открытия», чтобы он мог вызвать их у своих учеников. Нельзя пренебречь в обу​чении этими эмоциональными факторами. Учащийся, испытавший радость открытия, смело идет на поиск решения новых задач. Он уже знает, что его ожидает, что напряженность поиска сменяется ра​достью открытия.
Нетрудно заметить в этом большое воспитательное и развивающее значение исследовательского метода.
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1) Рассмотрим конкретный пример применения исследователь​ского метода в обучении математике, приближения процесса обучения к процессу исследования.
В качестве примера рассмотрим изучение свойств средней линии трапеции.
Учащиеся   уже   знакомы    со свойствами средней линии треу​гольника. Представляется целе​сообразным привлечь эти знания для изучения средней линии тра​пеции. Но делать это можно по-разному.   Опишем один из воз​можных   вариантов    построения процесса исследования,   связан​ного с изучением   свойств сред​ней линии трапеции. Этот процесс  включает   создание    проблемной ситуации, стимулирующей   открытие учащимися свойств средней ли​нии трапеции,   поиск,   открытие и   построение доказательства  этих свойств.
1. Вспоминаем свойства средней линии треугольника:
[image: image284.jpg][MP] I LAB,] 1 | MPy | = A8 (e, 93).




2.  Пусть в трапеции ABCD М и N — середины непараллельных сторон, т. е. [image: image285.png]|AM| = |MD| u | BN|=|NC|, [MN]



— средняя линия трапеции ABCD (рис. 46).
Можно поставить вопрос: «Как можно сформулировать определе​ние средней линии трапеции?»
Этот вопрос не вызовет затруднений у учащихся.
3.   Естественно   возникает   проблема,    какими   свойствами   обла​дает средняя линия трапеции. Для учащихся этот вопрос — пробле​ма, так же как он был проблемой для того, кто когда-то, очень давно, впервые открыл и доказал эти свойства.
Весьма вероятно, что многие учащиеся сразу же усмотрят из рисунка параллельность средней линии основаниям трапеции. Если же учащиеся затрудняются выдвинуть гипотезу, то их внимание надо обратить на свойства средней линии треугольника (специально изображенного рядом с трапецией на рис. 23).
[image: image710.jpg]


После того как будет выдвинута гипотеза о параллельности сред​ней линии трапеции ее основаниям, можно выяснить, какое предло​жение достаточно доказать для подтверждения этой гипотезы. Если некоторые учащиеся укажут предложение
то можно задать им такой вопрос: «Необходимо ли доказывать парал​лельность средней линии обоим основаниям трапеции?»
Вероятно, некоторые учащиеся догадаются, что достаточно до​казать параллельность средней линии одному из оснований, т. е. Для подтверждения выдвинутой гипотезы достаточно доказать пред​ложение 

[image: image286.jpg]{MN] [|[AB] wau {MN]||[DCP.




[image: image711.png]{MN]||LAB] u [MN]||[DC)»,



Второе свойство средней линии трапеции не подсказывается ри​сунком. Можно обратить внимание учащихся на то, что мы выдвину​ли гипотезу о наличии у средней линии трапеции свойства, сходного с первым свойством средней линии треугольника. Естественно возникает вопрос, нет ли у средней линии тра​пеции свойства, аналогичного второму свой​ству средней линии треугольника, т.е. воп​рос о связи длины средней линии трапе​ции с длинами ее оснований.
Вряд ли эта связь будет угадана уча​щимися. Поэтому можно задать им воп​рос: «Нельзя ли образовать в трапеции какие-нибудь треугольники, чтобы свя​зать среднюю линию трапеции со сред​ней линией треугольника?»
Некоторые учащиеся предложат провести какую-нибудь из диаго​налей трапеции (на уроке, на котором применялся описанный метод, было и предложение провести через вершину В параллель к стороне CD, которое также рассматривалось).
Проведя, допустим, диагональ BD (рис. 24) и обозначив через Р ее точку пересечения со средней линией[image: image287.png]


некоторые учащиеся будут утверждать, что[image: image288.png]


— средняя   линия   треугольника   ABD, а[image: image289.png]


— средняя линия треугольника BCD, и сразу же «докажут» параллельность средней линии трапеции ее основаниям,   обнаружат ее второе свойство:  так  как [image: image290.png]|MP| = |AD|, |PN|=— |BCl,



  то
[image: image291.png][MN| =I MP| + |PN|=%(IADI + | BC).




Возможно, некоторые учащиеся заметят существенный пробел в этих рассуждениях и скажут, что все это верно, если мы докажем, что Р — середина диагонали[image: image292.png][(BD].



Если же учащиеся этого не заметят, то можно поставить такие вопросы:
«На каком основании вы утверждаете, что[image: image293.png]


— средняя линия треугольника ABD, а[image: image294.png]


— средняя линия треугольника BCD?»
«Что называется средней линией треугольника?»
«Что   же   остается   доказать,   чтобы   обосновать   утверждение [image: image295.png]«MP]



 — средняя линия треугольника ABD и[image: image296.png]


— средняя линия треугольника BCD».
С помощью таких вопросов выясняется, что для подтверждения высказанной гипотезы о свойствах средней линии трапеции достаточ​но доказать, что[image: image297.png]



Как   видно,   сформулированная   вначале   проблема   нахождения свойства средней линии трапеции разбилась на ряд проблемных за​дач, одна из которых — доказать, что Р — середина диагонали[image: image298.png]


 Решение этой задачи обеспечивает решение остальных и всей проблемы.
Каков же дальнейший естественный ход мыслей? По-видимому, предположение о том, что Р не есть середина отрезка BD.
Мы имеем здесь наглядный пример, когда косвенное доказатель​ство (от противного) более естественно возникает в процессе исследо​вания, чем прямое доказательство, приведенное в учебнике,
[image: image712.jpg]


Рассмотрим поиск косвенного доказательства.
«Что следует из предположения, что[image: image299.png]P| == | PD [?»




Из этого предположения  следует, что на отрезке BD существует   точка [image: image300.png]


отличная от[image: image301.png]P (P, P)



 и такая,   что[image: image302.png]



т. е.[image: image303.png]ry



— середина [image: image304.png][BD]



(рис. 25).
[image: image713.jpg]


Из этого учащиеся получат ряд следствий: [image: image305.png][MPy]



 — средняя     линия    треугольника ABD, [image: image306.png]


— средняя   линия треугольника   BCD,    следовательно,  [image: image307.png][MP;] |I[AD]



 и [image: image308.png]


 И   так   как [image: image309.png]


 то 
Обращаем внимание учащихся на два полученных из нашего пред​положения следствия:[image: image310.png]MP; || AD u P,N| AD.




Некоторые учащиеся могут заметить, что через точку Рх прове​дены две различные прямые[image: image311.png]


параллельные одной прямой AD, что противоречит аксиоме параллельных. 

Если же они этого не заметят, то можно поставить следующие вопросы: «Сколько прямых, параллельных AD, проведено через точку[image: image312.png]


«Почему вы утверждаете, что прямые[image: image313.png]MP; u P,N



различны?».
Таким образом, наше предположение, что середина отрезка BD отлична от точки Р, приводит к противоречию (с аксиомой парал​лельных). Следовательно, это предположение ложно, а его отрица​ние[image: image314.png]


 истинно.
Теперь учащиеся сами сформулируют теорему, выражающую свой​ства средней линии трапеции, и построят ее доказательство, которое по существу уже открыто ими (с помощью учителя).
Целесообразно продолжить исследование, чтобы выяснить, не являются ли установленные свойства средней линии трапеции ха​рактеристическими для трапеции (выделяющими из множества выпук​лых четырехугольников подмножество трапеций). Можно попробовать выяснить это для каждого из двух свойств в отдельности.
Для первого свойства это очевидно: если отрезок, соединяющий середины двух противоположных непараллельных сторон четырех​угольника, параллелен двум другим его сторонам, то этот четырех​угольник — трапеция[image: image315.png](MN]I[LAD] u (MN]||LBC]=- [AD] ||[BC)).




Здесь возможны лишь затруднения в формулировке обращения пер​вого свойства. В таком случае целесообразно преобразовать формули​ровку первой части доказанной теоремы («Средняя линия трапеции параллельна ее основаниям»), представив ее в виде импликации, ис​пользуя при этом определение средней линии: «Если четырехуголь​ник — трапеция, то отрезок, соединяющий середины двух непарал​лельных сторон, параллелен двум другим ее сторонам (основаниям)». В этом случае легче сформулировать обратное предложение: «Если в четырехугольнике отрезок, соединяющий середины двух непарал​лельных сторон, параллелен двум другим его сторонам, то этот четы​рехугольник — трапеция».
Истинность обращения второго свойства средней линии трапеции менее очевидна. Возникает проблема: если отрезок, соединяющий середины двух  противоположных  непараллельных   сторон четырехугольника, равен полусумме двух других его сторон, будет ли этот четырехугольник трапецией?
Выдвигается  гипотеза,   что такой  четырехугольник — трапеция, т. е. что предложение
[image: image316.png]«(|AM|=|MB| W |DN|=|NC| u |MN|= ﬂgﬂ)ﬁ
= ([BC1 I [ADIp




(рис. 25) истинно (является теоремой). Как же это доказать?
Проведенное исследование свойств средней линии трапеции под​сказывает нам и путь доказательства этой обратной теоремы.
Вероятно,   некоторые учащиеся  догадаются   провести диагональ [image: image317.png]


 рассмотреть[image: image318.png]


_                         и заметят, что если Р — середина диагонали, то получаем доказательство параллельности[image: image319.png][BClu[AD].



 Таким  образом,  остается доказать,  что [image: image320.png]


 а для этого опять можно допустить, что[image: image321.png]


и что существует на[image: image322.png]


 точка[image: image323.png]


такая, что [image: image324.png]


 Если же ученики не догадаются, то направить их поиск можно с помощью тех же вопро​сов, которые были поставлены при поиске доказательства первого предложения. Дальнейший же ход доказательства (приведение к про​тиворечию) уже существенно отличается от предыдущего.
В случае затруднений можно обратить внимание учащихся на то, что при доказательстве предложения, обратного первой части теоре​мы о свойствах средней линии трапеции, мы ссылались на первое свойство средней линии треугольника. Можно предполагать, что при доказательстве предложения, обратного второй части, надо исполь​зовать второе свойство средней линии треугольника. Используя это свойство, учащиеся получат:
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Мы получили противоречие:
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доказывающее теорему: «Если отрезок, соединяющий середины двух противоположных непараллельных сторон четырехугольника, равен полусумме двух других его сторон, то этот четырехугольник — тра​пеция».
Здесь, естественно, возникают вопросы: «Останется ли это предло​жение теоремой, если в его формулировке опустить слово «непарал​лельных»?», «Нельзя ли построить четырехугольник, который не является трапецией, хотя в нем отрезок, соединяющий середины Двух противоположных сторон,   параллелен двум другим его сторонам?»
Учащиеся найдут контрпример (параллелограмм).
2) Иногда текст учебника подсказывает возможность применения исследовательского метода. Рассмотрим в качестве примера изучение вопроса о числе точек, определяющих окружность.
Учебный текст часто прямо начинается с постановки проблемы: «Вы знаете, что прямая определяется двумя точками. Сколько точек нужно задать, чтобы они определили окружность?»
Здесь важно правильно использовать учебный текст, чтобы пре​доставить как можно больше возможности для самостоятельной ис​следовательской деятельности учащихся. Вместо того чтобы сооб​щить учащимся результат, сформулированный в учебнике сразу же после постановки проблемы («Через одну точку можно провести бес​конечное множество окружностей»), очевидно, целесообразно наме​тить путь исследования поставленной проблемы: «Выясним, сколько окружностей можно провести через одну точку, через две, через три и т. д.».
Решая задачу определения числа окружностей, проходящих через
Iданную точку А, предлагаем учащимся построить одну такую окружность, вторую, третью. В результате учащиеся обнаружат, что можно построить сколько угодно таких окружностей и что их центры можно выбрать на плоскости произвольно.
Рассматривая задачу определения числа окружностей, проходя​щих через две данные точки А и В, можно предложить учащимся построить такую окружность, затем, если можно, еще одну, потом выяснить, где расположены центры этих окружностей, построить еще одну такую окружность и, наконец, выяснить, сколько получится таких окружностей и что представляет собой множество их центров.
Исследование проблемы для трех точек также можно организовать в виде самостоятельного поиска решения задачи учащимися. Важно, чтобы они сами открыли и необходимость рассмотрения двух случаев[image: image328.png](C € (AB) u C ¢ (AB)).




Ценное качество исследователя состоит именно в том, чтобы всегда искать исчерпывающее решение проблемы, т. е. рассматривать в про​цессе исследования все возможные и дающие различные решения случаи. Для этого нужно постепенно формировать умение определять, какие частные случаи проблемы необходимо выделить в исследова​нии.
Поэтому, вместо того чтобы сообщить учащимся то, что написано в учебнике: «Здесь могут встретиться два случая: 1) данные три точки лежат на одной прямой и 2) данные три точки не лежат на одной пря​мой», необходимо вести учащихся к самостоятельному открытию этих Двух случаев.
Допустим, что учащиеся начали рассмотрение задачи для трех точек, не лежащих на одной прямой. Пусть исследуют этот случай До конца. При этом, очевидно, для управления поиском решения Учащимися целесообразно обратить их внимание на уже рассмотрен​ную задачу для двух точек. Через две точки А и В проходит бесконечное множество[image: image329.png]


окружностей, и их центры образуют серединный перпендикуляр к отрезку АВ. Через две точки В я С также проходит бесконечное множество [image: image330.png]


 окружностей,  и их центры образуют серединный перпендикуляр  к отрезку ВС.  Естественно,  возникают вопросы: имеют ли эти два множества[image: image331.png](My; u M,)



окружностей общие элементы? Каково пересечение [image: image332.png]


Где должен лежать центр окружности, принадлежащей[image: image333.png]


Существует ли такая точка? Каким свойством она обладает? Сколько имеется таких точек? В том частном случае, который рассматривается учащимися они найдут единственную такую точку — пересечение двух[image: image334.png](C ¢ AB),



серединных перпендикуляров к отрезкам АВ и ВС. Здесь, по-видимому, возникнет у некоторых догадка, что не всегда такая точка существует. В противном случае нужно поставить перед учащимися этот вопрос. Если они не сразу найдут случай, когда такой точки нет, нужно предложить им рассмотреть другие тройки точек, отличаю​щиеся от рассмотренной своим расположением, пока не откроют слу​чай, когда три точки принадлежат одной прямой и два серединных перпендикуляра не имеют ни одной общей точки.
 Таким образом, учащиеся получают ответ на исходную задачу: окружность определяется (однозначно) заданием трех точек, не ле​жащих на одной прямой. Этот ответ получен как результат проведен​ного ими под руководством учителя исследования.
Как видно из рассмотренного примера, важная задача, стоящая перед учителем при подготовке к каждому уроку, состоит в том, что​бы, исходя из текста учебника, определить, что необходимо сообщать учащимся, а что может стать результатом их собственного поиска и как управлять этим поиском, иными словами, стоит задача определе​ния адекватного метода обучения, обеспечивающего активную позна​вательную деятельность учащихся.
При подведении итога проведенного исследования у некоторых учащихся может возникнуть вопрос: сколько окружностей проходит через 4 точки? Эта задача может быть поставлена и учителем как естественное продолжение проведенного исследования.
Так как при решении задачи «трех точек» мы воспользовались ре​зультатом решения задачи «двух точек», учащиеся по аналогии по​пытаются (а если нет, учитель им подскажет) использовать при реше​нии задачи «четырех точек» результат решения задачи «трех точек». Поскольку при решении задачи «трех точек» возникла необходимость рассмотреть два случая, дающие различные результаты, некоторые учащиеся могут предложить рассмотреть и в новой задаче два случая: 1) четыре точки лежат на одной прямой и 2) четыре точки не лежат на одной прямой. Легко показать ошибочность этого предложения: случай 1) и случай, когда только три из четырех заданных точек ле​жат на одной прямой, а следовательно, четыре точки не лежат на одной прямой, т. е. случай 2), дают один и тот же результат — через такие четыре точки не проходит ни одна окружность, поэтому такие случаи неразличимы. Это опровержение и наводит на мысль о целесообразности рассмотрения двух случаев: а) какие-нибудь три из    четырех    заданных    точек    лежат    на    одной    прямой    и;
б) никакие три из заданных четырех точек не лежат на одной прямой.
При исследовании случая б), рассматривая произвольные четыре точки А В, С, D, никакие три из которых не лежат на одной прямой, проводя через каждые три из них по одной окружности, некоторые учащиеся приходят к ошибочному заключению, что через четыре точ​ки, никакие три из которых не лежат на одной прямой, не проходит ни одна окружность. Подобные ошибочные (поспешные) заключения нередко возникают в проблемных учебных ситуациях. Это ошибоч​ное заключение легко опровергнуть хотя бы решением задачи: «Мож​но ли провести окружность через четыре точки, которые являются вершинами прямоугольника?» Утвердительный ответ на этот воп​рос дает нам контрпример: существуют четыре точки, через которые проходит окружность.
Как же исправить приведенное выше заключение, чтобы оно было правильным?
С помощью учителя учащиеся приходят к новому заключению: не через всякие четыре точки, никакие три из которых не лежат на одной прямой, проходит (можно провести) окружность.
Возникает новая проблема: при каких условиях через четыре точки можно провести окружность?
Рассмотрение конкретных четверок точек, через которые проходит окружность (вершины прямоугольника, квадрата, некоторой равно​бочной трапеции и др.), а также таких, через которые не проходит окружность, подводит учащихся к открытию необходимого и доста​точного условия прохождения окружности через четыре точки.
Как видно, в этом исследовании исходная проблема порождает новые, определенным образом связанные с нею проблемы и резуль​татом исследования является решение не одной, а многих связанных между собой проблемных задач. Задачи выступают в системе, опреде​ляемой общей идеей исследования.
Проблемное обучение, осуществляемое с помощью подобных си​стем задач, ориентированных на получение новых теоретических зна​ний, часто называют обучением через задачи.
3) Приведенные выше примеры построения процесса обучения, подобно исследованию, показывают, что такой подход наряду с не​сомненными достоинствами требует чрезмерно большого времени. Хотя это дополнительное время окупается эффективностью развития творческого мышления учащихся, когда этого времени нет, естествен​но ограничиться применением исследовательского метода к отдель​ным темам, наиболее подходящим для этой цели. При такой методике и в тех случаях, когда некоторые темы будут изучаться непосредст​венно по учебнику, без предварительного исследования, учащиеся будут смотреть и на этот изложенный в учебнике материал как на результат некоторых исследований (проведенных другими), что будет положительно влиять на уровень его усвоения.
Фактор времени часто вынуждает применять в обучении методы, являющиеся лишь частично исследовательскими.
8.5. Другим методом проблемного обучения является эвристи​ческий, сочетающий изложение учителем учебного материала и творческий поиск учащихся. Однако здесь этот поиск не относится, как при исследовательском методе, к процессу познания в целом, а лишь к одному или к некоторым его этапам. Поэтому можно эвристический метод считать частично исследовательским. При его применении учи​тель расчленяет исследовательские задания на элементы, облегчая тем самым процесс самостоятельной творческой деятельности уча​щихся, и сокращает время на решение проблемной задачи.
Приведенные выше примеры применения исследовательского ме​тода могут быть легко преобразованы для применения эвристичес​кого метода. В каждом из них отдельные этапы исследования изла​гаются учителем и с помощью вопросов и подсказок учащиеся про​должают исследование самостоятельно. Таким образом, изложение учителя и поиск учащихся определенным образом чередуются.
Известной формой, в которой проявляется внешне эвристический метод, является эвристическая беседа. Взаимодействие вопросов учителя и ответов учащихся образует процесс познания. Каждый ответ — решение частной задачи или выполнение отдельного шага решения — ведет к постановке нового вопроса. Своими вопросами учитель направляет мышление учащихся по определенному пути познания.
8.6. Если учитель не излагает готовые научные истины (формули​ровки теорем, их доказательства и т. п.), а в какой-то мере воспроиз​водит путь открытия этих знаний, то такой метод называют проблем​ным изложением. По существу учитель раскрывает перед учащимися путь исследования, поиска и открытия новых знаний, готовя их тем самым к самостоятельному поиску в дальнейшем.
Проблемное изложение, как и исследовательский метод, предъяв​ляет высокие требования к научной подготовке учителя. Он должен не только свободно владеть учебным материалом, но и знать, какими путями шла наука, открывая свои истины. (В этом плане большую помощь окажут учителю переведенные на русский язык книги Д. Пойа «Математика и правдоподобные рассуждения», «Математиче​ское открытие».)
Описанные выше два примера исследований, если все это (и по​становка проблем, и их расчленение, и поиск решения) будет осу​ществляться   учителем,  станут примерами проблемного изложения.
Как видно, проблемное изложение подготавливает базу для при​менения эвристического метода, а эвристический метод — для при​менения исследовательского метода.
Необходимо отметить особую значимость методов проблемного обучения в воспитательном отношении: они формируют и развивают творческую познавательную деятельность учащихся, способствуют правильному уяснению мировоззренческих проблем.
§ 9. ОСОБЕННОСТИ ПРОГРАММИРОВАННОГО ОБУЧЕНИЯ

9.1. Появившееся и получившее большую популярность в 50—60-х годах «программированное обучение» подвергалось затем критике. За большим и широко разрекламированным подъемом наступил некоторый спад, и до сих нор вокруг программированного обучения ве​дется дискуссия, в которой высказываются существенно различные, порой противоположные точки зрения.
Напомним, что понимается под программированным обучением, и рассмотрим некоторые особенности этого вида обучения
.
Термин «программированное обучение» заимствован из термино​логии программирования для ЭВМ, очевидно, потому, что, так же как в программах для ЭВМ, решение задачи представлено в виде строгой последовательности элементарных операций, в «обучающих програм​мах» изучаемый материал подается в форме строгой последователь​ности кадров, каждый из которых содержит, как правило, порцию нового материала и контрольный вопрос или задание.
Программированное обучение не отвергает принципов классиче​ской дидактики. Наоборот, оно возникло в ходе поисков усовершен​ствования процесса обучения путем лучшей реализации этих прин​ципов. С этой целью  оно предусматривает:
1)  правильный отбор и разбиение учебного материала на неболь​шие  порции;
2)  частый  контроль   знаний: как правило, каждая порция учеб​ного материала заканчивается контрольным вопросом или заданием;
3)  переход к следующей порции лишь после ознакомления уча​щегося   с   правильным   ответом   или   характером   допущенной   им ошибки;
4)  обеспечение возможности каждому ученику работать со свой​ственной ему, индивидуальной, скоростью усвоения (т. е. реализа​цию  на деле индивидуального подхода в обучении),  что является необходимым условием активной самостоятельной деятельности уче​ника по усвоению учебного материала.
Перечисленные четыре особенности и характеризуют программи​рованное обучение.
9.2. Программированное обучение осуществляется с помощью «обучающей программы», отличающейся от обычного учебника тем, что она определяет не только содержание, но и процесс обучения.
Существуют две различные системы программирования учебного материала — «линейная» и «разветвленная» программы, отличающие​ся некоторыми важными исходными предпосылками и структурой. Возможны и комбинированные обучающие программы, являющиеся результатом сочетания двух методов программирования.
В линейной программе учебный материал подается небольшими порциями, кадрами, включающими, как правило, простой вопрос по изучаемому в этом кадре материалу. Предполагается, что ученик, внимательно прочитавший этот материал, сможет безошибочно ответить на поставленный вопрос. При переходе к следующему кадру ученик прежде всего узнает, правильно ли он ответил на вопрос пре​дыдущего кадра. Так как каждый кадр содержит очень небольшую  информацию по новому материалу, то даже простым сравнением своего неверного ответа (если он все же ошибся) с верным ученик легко выяснит, где именно им была допущена ошибка.
В разветвленной программе учебный материал разбивается на порции, несущие большую информацию, чем при линейном програм​мировании. В конце каждого кадра учащимся предлагается вопрос, ответ на который они сами не формулируют, а выбирают из приведен​ных в этом же кадре нескольких вариантов ответов, из которых толь​ко один правильный. Неправильные ответы выбираются составителя​ми программы, разумеется, неслучайно, а с учетом наиболее вероятных ошибок учащихся. Ученик, выбравший правильный ответ, от​сылается к странице, на которой изложена следующая порция но​вого материала. Ученик, выбравший неправильный ответ, отсылается к странице, на которой разъясняется допущенная ошибка и предла​гается возвратиться к последнему кадру, чтобы, внимательно прочитав еще раз изложенный в нем материал, выбрать правильный ответ или же в зависимости от допущенной ошибки открыть страницу, на кото​рой дается дополнительное разъяснение непонятного.
Сравнивая две системы программирования учебного материала, можно отметить, что при линейном программировании ученик само​стоятельно формулирует ответы на контрольные вопросы, при раз​ветвленном он лишь выбирает один из нескольких готовых (уже сфор​мулированных кем-то) ответов. В первом случае применяется система «конструктивных ответов», во- втором — так называемая система «мно​жественного выбора». В этом отношении, очевидно, выявляется не​которое преимущество линейной программы, так как на возникающие в любой области деятельности вопросы обычно нигде заранее не заго​товлены ответы. Ученики, решающие эти вопросы, должны уметь са​мостоятельно формулировать ответы, а не только выбирать их из уже сформулированных.
С другой стороны, разветвленная программа составляется с уче​том возможных ошибочных ответов учащихся и с этой точки зрения она ближе к реальному процессу обучения. В разветвленной програм​ме особо важно то, что различных учащихся она ведет к усвоению нового материала различными путями с учетом их возможностей и потребностей в дополнительных разъяснениях и указаниях. Один ученик продвигается прямо от одной порции нового материала к сле​дующей, другой же пользуется дополнительными объяснениями, разъяснениями его ошибочных ответов, отражающих непонимание учебного материала. В результате и получается, что разные учащиеся продвигаются в усвоении изучаемого материала с различными инди​видуальными скоростями. Именно эти индивидуальные скорости усвоения, учитываемые при программированном обучении, не учиты​ваются при напрограммированном обучении, а учет индивидуальной скорости усвоения обеспечивает осуществление принципа индиви​дуального подхода в обучении.
Рассмотрим в качестве примера фрагмент обучающей программы для изучения понятия следствия (в множестве уравнений или нера​венств).
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 Пусть даны два уравнения
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Уравнение (2) называется следствием уравнения (1), если оно обращается в верное числовое равенство по крайней мере при всех тех значениях х, при которых уравнение (1) обращается в верное чис​ловое равенство.
В±. Дано уравнение (х — 1) (х — 2) = 0. Какое из перечисленных ниже уравнений является его следствием:
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(с. 2). При х = 1 данное уравнение обращается в верное числовое равенство, а уравнение х (х — 2) = 0 — в неверное.
Прочтите еще раз внимательно определение следствия и выберите правильный ответ.
(с. 3). При х = 2 данное уравнение обращается в верное число​вое равенство, а уравнение х — 1 = 0 — в неверное.
Прочтите еще раз внимательно определение следствия и выберите правильный ответ.
(с. 4). При х = 1 данное уравнение обращается в верное число​вое равенство, а уравнение х — 2 = 0 — в неверное.
Прочтите еще раз внимательно определение следствия и выбери​те правильный ответ.
(с. 5). Ваш ответ правильный.
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 Из данного определения получается, что если уравнение g (х) = 0 является следствием уравнения f(х) = 0, то каждый ко​рень уравнения f(x) = 0 является также корнем уравнения g (х) = 0.
В2. Известно,  что  некоторое уравнение f(х) = 0 имеет корни: 1;3;4.
В каком случае уравнение g (х) = 0 является следствием уравне​ния f(х) = 0, если его корни равны:
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 (с. 6): Число 3 является корнем уравнения f(х) = 0, но не является корнем уравнения g {х) = 0.
Возвратитесь к с. 5, прочтите еще раз внимательно текст и выбе​рите правильный ответ. (с. 7). Ваш ответ правильный.
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 Понятие следствия распространяется и на неравенства. Если Даны, например, два неравенства
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то неравенство (2) называется следствием неравенства (1), если оно обращается в верное числовое неравенство по крайней мере при всех тех значениях х, при которых неравенство (1) обращается в верное числовое неравенство, или если каждое решение неравенства (1) яв​ляется также решением неравенства (2).
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 Дано неравенство х < 5 (1). Какое из  перечисленных  ниже  неравенств является  следствием неравенства (1):
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9.3.  Программированное обучение может осуществляться с приме​нением так называемых обучающих машин или в виде безмашинного обучения,  использующего программированные учебники.
Основной недостаток безмашинного программированного обучения состоит в его громоздкости, однообразии. Кроме того, имея возмож​ность свободно листать программированный учебник, некоторые уча​щиеся будут нарушать инструкцию и читать страницы не в том по​рядке, которые соответствуют выбранному ответу (если учебник со​ставлен по разветвленной программе), или могут подсмотреть ответ до того, как сами его сформулировали (если учебник составлен по линей​ной программе). Практика показала, что безмашинное программиро​ванное обучение воспринимается лишь весьма прилежными учащими​ся, которые при напрограммированном обучении показывают не худ​шие результаты.
Создаются обучающие машины или автоматизированные системы обучения (AGO) на базе ЭВМ, которые автоматически обеспечивают выполнение обучающей программы: «открывают» ответ только после того, как ученик «сообщил» свой ответ, «подают» необходимые кад​ры, меняя их последовательность в зависимости от выбранных уча​щимися ответов, т. е. обеспечивают различные реализации обучаю​щей программы для различных учащихся, и т. д.
Иногда программированное обучение неправильно отождествляют с машинным обучением, или обучением без учителя. В действитель​ности же это не так. Всякие обучающие машины, в том числе и наи​более совершенные АСО, являются лишь автоматизированными си​стемами (а не автоматическими), создаваемыми в помощь, а не взамен учителю.
9.4.  Программированное обучение содержит ряд достоинств, прежде всего в осуществлении принципа   индивидуального   подхода,   свое​временной обратной связи (ученик — учитель). Однако для его внед​рения в широкую практику обучения нет еще достаточных эксперимен​тальных данных. Здесь еще нужна большая исследовательская рабо​та, включая конструирование обучающих машин и АСО, составление рациональных обучающих программ.  Недостаточно изучены   также
вопросы сочетания программированного обучения с другими метода​ми преподавания, возможности и целесообразности применения от​дельных элементов программированного обучения с целью лучшего учета индивидуальных скоростей усвоения математического матери​ала сильными, средними и слабыми учащимися. Это особенно важно учитывать в обучении математике, где границы индивидуальных скоростей усвоения шире, чем по другим предметам, а ориентация на идеализированного среднего ученика приводит обычно к потере интереса к предмету у одних и к неуспеваемости других.
Всестороннее исследование названных и других вопросов может сделать программированное обучение полезным и применимым в ши​рокой практике школьного обучения.
§ 10. СПЕЦИАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ

10.1.  Мы уже разъяснили (§ 1), что имеется в виду под специаль​ными методами обучения математике. Это адаптированные для обу​чения основные методы познания, применяемые в самой математике, характерные для математики методы изучения действительности (по​строение математических моделей, способы абстрагирования, исполь​зуемые при построении таких моделей, аксиоматический метод).
Рассматривая в § 2—9 различные общие методы обучения, конкре​тизированные с учетом специфики математики, мы по существу уже рассмотрели на конкретных примерах и специальные методы обуче​ния математике. Так, в связи с рассмотрением метода дедукции (§ 6) мы показали на конкретном примере (6.2.2) возможность привлече​ния учащихся к построению «маленьких теорий» (или «дедуктивных островков»), что, естественно, с одной стороны, представляет собой конкретизацию метода дедукции с учетом специфики математики, с другой — специальный метод обучения математике, использующий дедукцию и отражающий метод аксиоматизации в самой математике.
В связи с рассмотрением методов анализа и синтеза (§ 7) был описан подход к решению задач, известный под названием «Сведение задачи к совокупности подзадач». На конкретном примере показан поиск доказательства с использованием И/ИЛИ - графа. Это также является специальным методом обучения математике, учитывая ту роль, которую играет в ней доказательство.
При рассмотрении методов проблемного обучения (§ 8) на при​мере показана возможность приближения процесса обучения матема​тике к процессу исследования в самой математике.
Как видно, в предшествующем изложении, и особенно в иллюстра​тивном материале, общие методы переплетаются со специальными методами обучения математике,, что соответствует реальному процессу обучения.
Нам осталось выделить и рассмотреть в общем виде уже иллюст​рированные на примерах специальные методы обучения математике..
10.2.  Одним из наиболее плодотворных методов математического познания действительности является метод построения математичес​ких моделей изучаемых реальных объектов, или объектов, уже  описанных в других областях знаний, с целью их более глубокого изу​чения и решения всех возникающих в этих реальных ситуациях задач с помощью математического аппарата.
Математическая модель — это приближенное описание какого-ни​будь класса явлений, выраженное на языке какой-нибудь математи​ческой теории, с помощью системы алгебраических уравнений или неравенств, дифференциальных или интегральных уравнений, функ​ций, системы геометрических предложений или других математиче​ских объектов.
Через понятие математической модели раскрывается двойная связь математики с реальным миром. С одной стороны, математика служит практике по изучению и освоению объектов окружающего нас реального мира, с другой — сама жизнь, практика способствует дальнейшему развитию математики.
Если в какой-нибудь области знаний вне математики возникает задача, которую пытаются решить математическими методами, то прежде всего ведется поиск языка и средств для перевода этой за​дачи в математическую, т. е. для построения ее математической мо​дели (ММ). Возможны два исхода поиска: такой язык и такие сред​ства имеются и удается построить модель исходной задачи или же такого языка и таких средств в математике пока нет и в этом случае потребность в решении поставленной задачи вызывает потребность в дальнейшем развитии самой математики, в разработке языка и со​ответствующего аппарата. Так было, в частности, с задачами механи​ки, под влиянием которых возникло понятие производной, был раз​работан язык и аппарат дифференциального исчисления.
После того как построена математическая модель задачи (или ситуации), также возможны два случая: полученная конкретная мо​дель принадлежит уже изученному в математике классу моделей и тогда математическая задача решается уже известными методами или же эта модель не укладывается ни в одну из известных схем (ни в один из известных классов) моделей, разработанных в математике. В последнем случае возникает уже внутриматематическая проблема исследования нового класса моделей, что приводит к дальнейшему развитию одной из существующих математических теорий или же к появлению новой.
Это развитие математических теорий находит затем применение к изучению той области знаний, в которой возникла исходная задача, а также и других объектов реального мира, приводящих к математи​ческим моделям того же класса.
Процесс обучения математике должен в какой-то мере имитиро​вать описанный процесс исследования в самой математике, раскры​вать ее связи с реальным миром, с другими областями знаний, в ко​торых она находит все новые и новые приложения.
С этой точки зрения обучение, как правило, должно начинаться с рассмотрения реальных ситуаций и возникающих в них задач, с поиска средств для их математического описания, построения соот​ветствующих   математических   моделей.   Затем   объектом   изучения должны стать уже сами эти модели, их исследование, приводящее к расширению теоретических знаний учащихся. После того как соот​ветствующая теория построена (с участием самих учащихся), ее аппа​рат применяется к решению исходной задачи, а также других задач, связанных с другими областями явлений, но приводящих к моделям этого же класса.
Исходя из подлежащего изучению материала, размышляя в об​ратном направлении, от этого материала к тем реальным ситуациям и задачам, в описании которых он используется, учитель выбирает надлежащим образом эти ситуации и задачи для мотивирования изу​чения нового материала. Если, например, нам нужно приступить к изучению квадратичной функции, мы можем выбрать какое-нибудь из физических явлений, описываемых этой функцией (равномерно-пе​ременное движение, в частности свободное падение, центробежная сила, электрическое напряжение). В этом случае исследование моде​ли сводится к изучению нового класса моделей, функций у = ах2 + + Ьх + с. После этого исследования мы уже можем использовать новые теоретические знания для изучения любого из перечисленных выше и других физических (и не только физических) явлений, опи​сываемых моделью этого класса.
Если рассматриваемый класс явлений приводит к новому, пока не изученному типу уравнений, то исследование модели состоит в поис​ке общего метода (алгоритма) решения нового класса уравнений.
Если рассматриваемая исходная ситуация описывается с помощью геометрических предложений, то возникает необходимость в поиске минимального множества предложений, описывающих данную ситуа​цию, и в выводе следствий из них (что уже было показано выше на конкретных примерах). Этот вид исследования модели (логическая организация математического материала) приводит к построению маленькой теории.
Как видно, описанная выше схема обучения математике обеспечи​вает вполне естественное осуществление межпредметных связей.
10.3. В математике чаще всего применяется следующий метод установления истинности предложений, получивший название «аксио​матический метод». Некоторые предложения принимаются за исход​ные предложения (их называют аксиомами), истинность же других предложений, не входящих в список аксиом (называемых теоремами), Устанавливается с. помощью логического доказательства, в котором (обычно неявно) используются правила логического следования (вы​вода), гарантирующие истинность заключения при истинности посы​лок. Явное использование этих правил вывода (дедукции) превращает таким образом построенную математическую теорию в дедуктивную (аксиоматическую) систему.
Аксиоматический метод — широко применяемый в математике ме​тод построения теорий. В каком же виде аксиоматический метод, свойственный математике, может быть адаптирован как метод обуче​ния математике?
Исходя из принципа активности учения, сразу же становится яс​но, что речь должна идти не об изучении готовой, уже построенной аксиоматической теории (что чаще всего наблюдается в обучении геометрии), а об обучении аксиоматизации, т. е. о посильном при​влечении учащихся к самому построению такой теории. В этом и состоит специфическое для математики осуществление принципа ак​тивности в обучении.
Аксиоматизация может осуществляться на двух существенно раз​личных уровнях: а) глобально, т. е. в рамках всей теории, и б) ло​кально, т. е. в рамках небольшой темы, когда строится «маленькая теория» внутри большой. Глобальный уровень аксиоматизации не​реализуем, недостижим ни на каком этапе школьного обучения. Воз​можность и целесообразность осуществления обучения локальной аксиоматизации (или локальной логической организации математи​ческого материала) подтверждена рядом экспериментов.
Мы уже показали и общую схему, и пример такого обучения (п. 6.2.).
Однако аксиоматизация не ограничивается логической организа​цией множества предложений, т. е. выделением исходных и доказа​тельством на их базе остальных. Аксиоматизация означает, кроме того, еще и отвлечение от конкретной природы объектов и смысла отношений, операций, т. е. переход к более высокой ступени абстрак​ции. Этот второй аспект аксиоматизации намного реже осуществим в обучении, чем первый (логическая организация). Однако представ​ляется целесообразным, в том числе с методологической точки зре​ния, ознакомить с ним учащихся старших классов на хорошо подоб​ранных для этой цели примерах.
В качестве примера можно отметить общность свойств арифметиче​ских операций в различных числовых системах. Явное выделение таких свойств приводит к понятию коммутативного кольца. На фа​культативных занятиях в старших классах выделенные аксиомы мо​гут подвергнуться изучению с целью обобщения знаний о числовой системе. Здесь найдут свое раскрытие многие математически сущест​венные и познавательно интересные факты (правило знаков, причина, по которой опускаются скобки в выражениях вида а + b + с), а также появляется возможность изучить с позиции аксиоматического метода различные интерпретации построенной теории: числовые си​стемы, кольца многочленов, кольца вычетов по mod n и т. д.
10.4. Предметом многолетней дискуссии в методической литера​туре являются два аспекта проблемы отражения аксиоматического метода в школьном обучении математике: А) в какой мере аксиомати​ческий метод может быть использован как способ построения школь​ного курса математики или отдельных его разделов и Б) в каком ви​де и на каком конкретном материале, на каком этапе обучения воз​можно ознакомление учащихся с самим аксиоматическим методом.
Не менее важным является третий аспект, являющийся предметом нашего рассмотрения: В) в какой форме и в какой мере аксиоматиче​ский метод может быть адаптирован в качестве метода обучения.
Исходя из функций аксиоматического метода в самой математике как метода построения математических теорий, можно заключить о возможности его использования в качестве метода обучения, если
I B процессе обучения привлекав самих учащихся к построению «ма​леньких теорий», постепенно расширяющих изучаемую теорию,  в которую они включаются. Конкретные примеры такого метода обу​чения уже приведены выше (6.2.2). Аксиоматический метод как метод обучения служит для систематизации знаний учащихся, выяснения того, «что из чего следует», для установления истинности предложе​ний специфическим для математики способом, для вывода новых зна​ний из уже имеющихся.
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Глава V
РОЛЬ ЗАДАЧ В ОБУЧЕНИИ  МАТЕМАТИКЕ. 

ОБУЧЕНИЕ ОБЩИМ МЕТОДАМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
В процессе обучения математике задачи выполняют разнообраз​ные функции. Учебные математические задачи являются очень эф​фективным и часто незаменимым средством усвоения учащимися понятий и методов школьного курса математики, вообще математиче​ских теорий. Велика роль задач в развитии мышления и в математиче​ском воспитании учащихся, в формировании у них умений и навыков в практических применениях математики. Решение задач хорошо служит достижению всех тех целей, которые ставятся перед обучением математике. Именно поэтому для решения задач используется поло​вина учебного времени уроков математики (700—800 академических часов в IV—X классах). Правильная методика обучения решению математических задач играет существенную роль в формировании высокого уровня математических знаний, умений и навыков уча​щихся.
В этой главе рассматриваются общие и наиболее важные аспекты использования задач в обучении математике, общие методы, приме​няемые при решении задач, и т. д. Значительное внимание уделяется вопросам организации обучения решению задач на уроках, приводят​ся практические рекомендации, которые могут быть использованы в процессе учебной работы над задачей.
§ 1. ЗНАЧЕНИЕ УЧЕБНЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ
При обучении математике задачи имеют большое и многосторон​нее значение.
1.1.   Образовательное значение математических задач. Решая ма​тематическую задачу,  человек познает много нового: знакомится с новой ситуацией, описанной в задаче, с применением математической теории к ее решению, познает новый метод решения или новые теорети​ческие разделы математики, необходимые для решения задачи, и т. Д. Иными словами, при решении математических задач человек приоб​ретает математические знания, повышает свое математическое обра​зование. При овладении методом решения некоторого класса задач у человека формируется умение решать такие задачи, а при достаточ​ной тренировке — и навык, что тоже повышает уровень математиче​ского образования.
1.2.   Практическое значение математических задач. При решении математических  задач  ученик обучается   применять математические
знания к практическим нуждам, готовится к практической деятель​ности в будущем, к решению задач, выдвигаемых практикой, повседневной жизнью. Почти во всех конструкторских расчетах при​водится решать математические задачи, исходя из запросов практики. 1сследование и описание процессов и их свойств невозможно без привлечения математического аппарата, т. е. без решения математических задач. Математические задачи решаются в физике, химии, биологии, сопротивлении материалов, электро- и радиотехнике, особен​но в их теоретическихосновах, и др.
Это означает, что при обучении математике учащимся следует 1редлагать задачи, связанные со смежными дисциплинами (физикой, химией, географией и др.), а также задачи с техническим и практиче​ским, жизненным содержанием.
1.3.   Значение математических задач  в развитии мышления.  Решение математических задач приучает выделять посылки и заключе​ния, данные и искомые, находить общее, и особенно в данных, сопоставлять и противопоставлять факты. При решении математических задач, как указывал А. Я- Хинчин [24], воспитывается правильное мышление, и прежде всего учащиеся приучаются к полноценной ар​гументации. Решение задачи должно быть полностью аргументирозанным, т. е. не допускаются незаконные обобщения, необоснованные аналогии, предъявляется требование полноты дизъюнкции (рассмот​рение всех случаев данной в задаче ситуации), соблюдаются полнота выдержанность классификации. При решении математических задач у учащихся формируется особый стиль мышления: соблюдение формально-логической схемы рассуждений, лаконичное выражение целей, четкая расчлененность хода мышления, точность символики.
1.4.   Воспитательное   значение   математических   задач.   Прежде всего  задача  воспитывает своей фабулой,  текстовым содержанием.
Поэтому фабула многих математических задач существенно изменяет​ся в различные периоды развития общества. Так, в русских дорево​люционных задачниках и в задачах,  которые решают современные школьники капиталистических стран, сюжетное содержание многих математических задач связано с вопросами получения выгоды при купле и перепродаже товара, расчетов выигрыша-проигрыша в азарт​ной игре и т. п. Совсем иное сюжетное содержание у задач, помещен​ных в современных советских учебниках, учебниках по математике социалистических стран: в них сюжет направлен на воспитание у учащихся высоких моральных качеств, научного мировоззрения, интернационализма, коллективизма, гордости за свою социалистиче​скую Родину, на ознакомление с достижениями народного хозяйства. Воспитывает не только фабула задачи, воспитывает весь процесс обучения решению математических задач. Правильно поставленное обучение решению математических задач воспитывает у учеников честность и правдивость, настойчивость в преодолении трудностей, Уважение к труду своих товарищей. С введением в школу элементов математического анализа выявились более широкие возможности воспитания у учеников в процессе решения задач диалектико- материалистического мировоззрения. Более подробно о воспитательной роли задач будет оказано в следующих параграфах.
§ 2. РОЛЬ ЗАДАЧ В ПРОЦЕССЕ ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ

Каждая конкретная учебная математическая задача предназна​чается для достижения чаще всего не одной, а нескольких педагоги​ческих, дидактических, учебных целей. И эти цели характеризуются как содержанием задачи, так и назначением, которое придает задаче учитель. Дидактические цели, которые ставит перед той или иной задачей учитель, определяют роль задач в обучении математике. В зависимости от содержания задачи и дидактических целей ее при​менения из всех ролей, которые отводятся конкретной задаче, можно выделить ее ведущую роль.
2.1. Обучающая роль математических задач. Обучающую роль ма​тематические задачи выполняют при формировании у учащихся си​стемы знаний, умений и навыков по математике и ее конкретным дис​циплинам. Следует выделить несколько видов задач по их обучающей роли.
1)  Задачи   для усвоения математических понятий. Известно, что формирование математических понятий хорошо проходит при усло​вии тщательной и кропотливой работы над понятиями, их определе​ниями и свойствами. Чтобы овладеть понятием, недостаточно выучить его определение,  необходимо разобраться в    смысле каждого слова в определении, четко знать свойства изучаемого понятия. Такое зна​ние достигается прежде всего при решении задач и выполнении упраж​нений. Так, для усвоения понятий логарифма большую пользу при​несут упражнения в переходе от записей с показательными функция​ми и их значениями к записям в логарифмической форме, и наоборот, в   решении   простейших   логарифмических   уравнений,   содержащих переменное как под знаком логарифма, так и в его основании, в фор​мировании определения логарифма для конкретного заданного числа при  конкретном же заданном  основании,  в  применении тождества
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Весьма полезны и такие задачи:
1. Является  ли  корректным  определение:   «Показатель  степени, удовлетворяющий равенству[image: image347.png]


называется логарифмом числа b по основанию а»? Поясните свой ответ.
2.  Проанализируйте   следующую   формулировку:     «Логарифмом данного числа по данному основанию является показатель степени». Как уточнить эту формулировку, чтобы она явилась определением логарифма?
2)   Задачи   для овладения математической символикой. Одной из целей обучения математике является овладение математическим язы​ком и, следовательно, математической символикой. Простейшая сим​волика вводится еще в начальной   школе и в IV—V классах (знаки действий, равенства и неравенства, скобки, знаки угла и его величины, параллельности и т. д.). Правильному употреблению изучаемых сим​волов надо обучать, раскрывая при решении задач их роль и назначение.   Приведенные  далее   задачи   способствуют   пониманию   роли скобок и учат их верному употреблению.
3. Прочитайте записанные выражения, вычислите их значения, укажите роль скобок. В каких из выражений скобки не изменяют по​рядка действий:
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1) L5 +25-2—0; 4)(1.5+22) =—0l;

2) (1.5+2%-§)_0,1; 5) 1,5+(2% -%-0.1);

3) 1.5+2%(% —0,1); 6) (1.5+2§)-(§-0,1)?




4. Вычислите, поясните порядок действий и роль скобок:
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Существенное значение в овладении изучаемой символикой имеет правильное ее применение при записи решений задач. Учитель дол​жен внимательно следить за грамотным применением математических символов в записях. Нельзя признать правильными такие, например, записи: «р < 2 на 3», «Докажем[image: image350.png]


-ность прямых а и Ь» и др. Следо​вало бы записать в первом случае: «р меньше, чем 2, на 3» или «2 — р —- 3», или «р + 3 = 2», или «2 — 3 = р», а во втором: «До​кажем, что[image: image351.png]a_l b».




3) Задачи для обучения доказательствам. Обучение доказатель​ствам — одна из важнейших целей обучения математике.
Простейшими задачами, с решения которых практически начи​нается обучение доказательствам, являются задачи-вопросы и эле​ментарные задачи на исследование. Решение таких задач заключается в отыскании ответа на вопрос и доказательстве его истинности.
Задачи-вопросы обычно требуют для своего решения (доказатель​ства истинности ответа) установления одной импликации, единого логического шага от данных к доказываемому. Доказательстве же при решении более сложной задачи или доказательство теоремы пред​ставляет собой цепочку шагов-импликаций.
Целью решения задач- вопросов является и осознание, уточнение и конкретизация изучаемых понятий и связей между ними. Задачи-вопросы необходимы также для усвоения учащимися вводимой сим​волики и используемого языка. Примеры задач-вопросов:
5.  х > у. Обязательно ли[image: image352.png]X2 > y¥?




6.  Могут ли две биссектрисы треугольника быть перпендикуляр​ными? А две высоты?
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Существенную роль в обучении доказательствам играют упраж​нения в заполнении пропущенных слов, символов и их сочетаний в тексте готового доказательства. Аналогичные упражнения довольно часто применяются при изучении русского языка, на уроках же ма​тематики они встречаются редко, в учебниках и задачниках их нет вовсе. Начинать надо с достаточно простых задач.   На​пример:
7. Докажите,   что  длина   гипотенузы    прямоуголь​ного  треугольника больше длины его катета.
Рассмотрим    прямоугольный [image: image353.png]


  у     которого [image: image354.png]


 АС и ... —его катеты, ... — гипотенуза (рис. 26). Точка С является ... точки В на ...,так как ВС ... С А. По теореме о перпендикуляре и ... ВС ... ... АВ.
Аналогично, точка[image: image355.png]


... является ... точки[image: image356.png]


А на пря​мую ВС, так как.......Поэтому......(на ос​новании теоремы ...). Задачи   на  доказательство  должны  предлагаться   при   изучении всех математических дисциплин и практически могут решаться  во всех ее разделах.
В курсе математики IV—V классов доказательства практически не проводятся, но могут быть предложены простейшие задачи-вопросы, а для отдельных учащихся и задачи на доказательство. Примеры:
8.  Пусть[image: image357.png]


Верно ли, что[image: image358.png]a 4+ b 0?




9.  Исходя  из правил умножения  рациональных чисел  и выпол​нимости переместительного закона умножения  для положительных чисел, докажите, что переместительный закон умножения верен для произведения любых двух рациональных чисел.
В курсе алгебры VI—VIII классов часто применяются задачи на доказательство тождеств и неравенств, на доказательство некоторых свойств функций и т. д. Примеры:
Ю. Докажите, что если истинно равенство[image: image359.png]2+
px
+
q =
(x+
a)?,




то является истинным и равенство [image: image360.png]


 Сформулируйте   и
докажите обратное предложение.
В курсе геометрии VI—VIII классов практикуются задачи на до​казательство по готовым чертежам, которые тоже служат обучению доказательствам.  Например:
[image: image715.jpg]Puc. 26



11.1) Да но: [image: image361.png]BD 1 AC, AB = BC.



Доказать:   AD = DC (рис. 27).
2) Д а н о: [image: image362.png]BD 1 AC,



AD = DC. Доказать:   АВ = ВС.
Предлагаются задачи на доказательство геометрических тождеств и неравенств и, конечно, задачи на доказательство — внепрограмм​ные  теоремы.   Немало  задач на доказательство решают   учащиеся
при изучении стереометрии.
В курсе математики IX—X классов за​дачи на доказательство следовало бы решать при изучении всех его разделов.  Примеры:
12.  Докажите,   что   среди   рациональных чисел не существует   такого,   квадрат кото​рого равен:   1) 3; 2) 5; 3) 6; 4) 7; 5) 101.
13.Докажите,     что  и   [image: image363.png]d (x) = cos® x



 [image: image364.png]


 являются первообразными функции f(х)=sin 2х и что Ф (х)= F (х)+ + 1.
4)  Задачи  для  формирования математических умений и навыков (см. далее, § 3.4).                                                                    
5)  Обучающую   роль играют и задачи,   предваряющие изучение новых математических фактов, концентрирующие внимание учащихся на вновь изучаемых идеях, понятиях и методах математики, задачи, с помощью которых вводятся новые понятия и методы, задачи, создаю​щие проблемную ситуацию с целью приобретения учащимися новых знаний. Здесь же следует рассмотреть и задачи, с помощью которых подготавливается  сложное для  учащихся  доказательство теоремы.
Созданию проблемной ситуации для введения и изучения способов решения квадратных уравнений послужит задача, приводящая к та​кому   уравнению.   Например:
14.  Теплоход прошел по течению реки 48 км и вернулся обратно, затратив на весь путь 5 ч. Скорость течения реки 4 км/ч. Вычислите собственную скорость теплохода.
Если обозначить собственную скорость теплохода v км/ч, то для решения задачи можно составить уравнение[image: image365.png]


 которое сводится к квадратному уравнению[image: image366.png]50 — 96v — 20 = 0, v 5= £4.




Так возникает проблема изучения способов решения квадратных уравнений.
К изучению показательной функции можно подойти при решении следующей задачи:
15.   Вычислите  стоимость   оборудования   по   истечении   4-летней эксплуатации, если первоначальная стоимость 10 000 р., а ежегодное уменьшение стоимости (амортизация) составляет 5%.
Решение задачи приводит к формуле
[image: image367.jpg]A=1oono(1—li)'
il



(1)

и при заданном   значении
[image: image368.jpg]=14 A=|0000-( |~ 8150 (p.).





Формула (1) задает показательную функцию. Решение задачи служит хорошей мотивировкой к детальному изучению показательной функции.
Полезно вспомнить, что решение конкретных задач (например, о мгновенной скорости, о касательной, о плотности стержня) при​водит к понятию производной, а задачи о площади криволинейной трапеции, о работе переменной силы, действующей вдоль прямой, — к понятию интеграла.
Для подготовки к изучению более или менее сложных теорем, играющих серьезную роль в курсе математики, могут быть предло​жены задачи, приводящие к формулировке теоремы, задачи на дока​зательство одного из промежуточных фактов в доказательстве теоре​мы и т. д. Так, перед доказательством теоремы Фалеса иногда полезно решить задачу:
16. Д а н о:    АВ = ВС, [image: image369.png]AM || BN, BM || CN.



 Доказать:
[image: image370.png]


 (рис. 28).
Решение этой задачи облегчит семиклассникам доказательство Довольно сложной для них теоремы Фалеса. [image: image716.jpg]Puc. 27




2.2. Развитие мышления учащих​ся при решении математических задач.
1). Мыслительные умения, вос​приятие и память при решении задач. Решение математических задач требует применения многочисленных мыслительных умений: анали​зировать заданную ситуацию, сопо​ставлять данные и искомые, решае​мую задачу с решенными ранее, вы​являя скрытые свойства заданной ситуации; конструировать простейшие математические модели, осу​ществляя мысленный эксперимент; синтезировать, отбирая полезную для решения задачи информацию, систематизируя ее; кратко и чет​ко, в виде текста, символически, графически и т. д. оформлять свои мысли; объективно оценивать полученные при решении за​дачи результаты, обобщать или специализировать результаты ре​шения задачи, исследовать особые проявления заданной ситуации. Сказанное говорит о необходимости учитывать при обучении решению математических задач современные достижения психологической науки.
Исследованиями советских психологов установлено, что уже вос​приятие задачи различно у различных учащихся данного класса. Способный к математике ученик воспринимает и единичные элементы задачи, и комплексы ее взаимосвязанных элементов, и роль каждого элемента в комплексе. Средний ученик воспринимает лишь отдельные элементы задачи. Поэтому при обучении решению задач необходимо специально анализировать с учащимися связь и отношения элементов задачи. Так облегчится выбор приемов переработки условия задачи. При решении задач часто приходится обращаться к памяти. Инди​видуальная память способного к математике ученика сохраняет не всю информацию, а преимущественно «обобщенные и свернутые структуры». Сохранение такой информации не загружает мозг избыточной информацией, а запоминаемую позволяет дольше хранить и легче использовать. Обучение обобщениям при решении задач раз​вивает, таким образом, не только мышление, но и память, формирует «обобщенные ассоциации». При непосредственном решении математи​ческих задач и обучении их решению необходимо все это учитывать. 2) Обучение мышлению. Эффективность математических задач и упражнений в значительной мере зависит от степени творческой активности учеников при их решении.
Собственно, одно из основных назначений задач и упражнений и заключается в том, чтобы активизировать мыслительную деятель​ность учеников на уроке.
Математические задачи должны прежде всего будить мысль уче​ников, заставлять ее работать, развиваться, совершенствоваться. Говоря об активизации мышления учеников, нельзя забывать, что при решении математических задач учащиеся не только выполняют
построения, преобразования и запоминают формулировки, но и обу​чаются четкому мышлению, умению рассуждать, сопоставлять и противопоставлять факты, находить в них общее и различное, делать правильные умозаключения.
Правильно организованное обучение решению задач приучает к полноценной аргументации со ссылкой в соответствующих случаях на аксиомы, введенные определения и ранее доказанные теоремы. С целью приучения к достаточно полной и точной аргументации по​лезно время от времени предлагать учащимся записывать решение задач в два столбца: слева — утверждения, выкладки, вычисления, справа — аргументы, т. е. предложения, подтверждающие правиль​ность высказанных утверждений, выполняемых выкладок и вычис​лений.
[image: image371.jpg]Puc. 29




Пример 1.   Решите уравнение[image: image372.jpg]
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Пример 2. Докажите, что в равно​бедренной трапеции углы при основании равны.
[image: image717.jpg]Puc, 28



Дано: [image: image374.png]AD || BC, AB x CD



и  АВ =CD.   Доказать: 
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Разумеется, нет необходимости так записывать решение каждой задачи, допустима и устная аргументация.
Взрослому человеку как в повседневной жизни, так и в профес​сиональном труде для принятия правильных решений исключительно важно уметь рассматривать все возможные случаи создавшейся ситуации. Это надо разъяснять и школьникам. Важно такое умение и при изучении математики, в противном случае неизбежны ошибки. Умение же предусмотреть все возможные варианты некоторой ситуа​ции свидетельствует о развитости мышления рассматривающего эту ситуацию.
Пример 3. Постройте квадрат: а) по двум данным вершинам; б) по серединам двух противоположных сторон; в) по серединам двух прилежащих сторон; г) по центру и точке на одной из сторон.
При решении этих задач ученики обязаны проводить рассужде​ния, рассматривая различные варианты расположения заданных точек. Так, построение квадрата по двум его вершинам зависит от того, смежные или противоположные это вершины. По заданным же центру и точке на одной из сторон квадрата (если это не вершина квадрата) построить конкретный квадрат можно бесконечно многими способами. Решая такие задачи, ученики и учатся рассматри​вать все возможные варианты заданной в задаче ситуации,  т. е. приучаются к «полноте дизъюнкции».
При решении задач нередко приходится классифицировать те или иные объекты. Неполная классификация часто приводит к тому, что при решении задачи какой-либо вариант заданной ситуации оста​ется за пределами внимания решающего задачу. Избежать неполной классификации помогают задачи в отыскании таких ошибок.
Пример 4. Укажите ошибку в следующем «доказательстве» и устраните ее. Если[image: image376.png]neEN, o Vn



— иррациональное число.
Пусть[image: image377.png], poq €N, =
q



— несократимая дробь (в противном случае ее можно сократить и получить несократимую дробь), значит,[image: image378.png]€Q.




И пусть[image: image379.png]I

S e



 Тогда [image: image380.png]


 что  невозможно,   так  как  левая часть равенства есть натуральное число, а правая — несократимая дробь (как квадрат несократимой дроби). Значит,[image: image381.png]Vn¢Q,r.e.Vn



—
число иррациональное.
Ошибка в данном случае — следствие неполноты классификации и дизъюнкции: не рассмотрен вариант[image: image382.png]


Уже при п = 4 имеем [image: image383.png]Vn=2 2¢NcQ.



 Доказано   фактически    предложение
«Если[image: image384.png]Vn¢N, 0oVn



— иррациональное число».
Умение рассуждать включает в себя и умение оценивать истин​ность или ложность высказываний, правильно составлять сложные высказывания и суждения, т. е. логически правильно употреблять союзы «и», «или», отрицание «не». Обучение вер​ному применению этих связок помогает воспитанию у учащихся мате​матически грамотной речи, а мышление, как известно, связано с язы​ком, речью человека.
Пример 5.   Верны или неверны следующие формулировки:
1) Число 4 удовлетворяет неравенству х < 8 и неравенству х > 2,5. 2) Не все простые числа нечетные. 3) Число 0,5 удовлетво​ряет неравенству: а) х < 0,5; б) х < 0,5; в) л;>0,5; г) х >0,5?
Полезно научить школьников верно формулировать отрицания тех или иных предложений. Такое умение особенно важно при ре​шении задач сведением к противоречию.
Существенно для развития математического мышления учащихся формирование умений правильно выделять посылки и заключения. Такие умения формируются обычно при решении задач на доказатель​ство. На первых же порах необходимы упражнения в расчленении некоторых предложений на посылки и заключения.
Пример 6. Выделите в следующих предложениях условие и заключение: 1) «Сумма двух четных чисел — четное число»; 2) «Вер​тикальные углы равны»; 3) «Произведение любых трех последователь​ных натуральных чисел делится на 6»; 4) «Расстояние между центра​ми двух касающихся окружностей равно сумме длин радиусов этих окружностей».
Отсюда прямой путь к верному построению импликаций и эквиваленций, т. е. к правильным, четким формулировкам математических предложений.
3) Задачи, активизирующие мыслительную деятельность уча​щихся. Эффективность учебной деятельности по развитию мышления во многом зависит от степени творческой активности учащихся при решении математических задач. Следовательно, необходимы матема​тические задачи и упражнения, которые бы активизировали мысли​тельную деятельность школьников. А. Ф. Эсаулов [26] подразделяет задачи на следующие виды:   задачи, рассчитанные на воспроизведение (при их решении опираются на память и внимание); задачи, ре​шение которых приводит к новой, неизвестной до этого мысли, идее; творческие задачи. Активизирует и развивает мышление учащихся решение задач двух последних видов. Рассмотрим некоторые из них.
а)  Задачи   и   упражнения,     включающие   эле​менты   исследования.    Простейшие исследования  при ре​шении задач следует предлагать уже с первых уроков алгебры и гео​метрии и даже на уроках математики в IV—V классах. Например:
1.  Существуют ли  числа,  обратные самим себе?  Сколько таких чисел? Назовите их.
2.При каких значениях а и b верны: а) равенства[image: image385.png]o=



[image: image386.png]o=




 б) неравенства[image: image387.png]1 PP N
ab > 1; b>1,b< 1?




3.   Установите вид треугольника (классифицируя по углам), если один из его внутренних углов: 1) равен сумме двух других; 2) боль​ше ее; 3) меньше ее.
В последующих классах следует предлагать не только задачи с элементами исследований, но и задачи, включающие исследование в качестве обязательной составной части. Такие исследования необ​ходимо включаются в решение многих геометрических задач на по​строение (как в планиметрии, так и в стереометрии), уравнений и неравенств (особенно тригонометрических, показательных и логариф​мических с параметрами) и др. Задачи и упражнения с выполнением некоторых исследований могут найти свое место во всех разделах школьного курса математики, например при изучении действительных чисел в IX классе.
4.   Все десятичные приближения по недостатку к действительному числу[image: image388.png]


начиная с некоторого, совпадают. Рациональным или ирра​циональным является число[image: image389.png]oL?




И конечно же, исследования находят широкое применение при изучении функций и их свойств в курсе алгебры и начал анализа.
б)  Задачи   на доказательство  (см.   3).) доказывают существенное влияние на развитие мышления учащихся. Именно при выполнении  доказательств  оттачивается  логическое  мышление уче​ников, разрабатываются логические схемы решения задач, возникает потребность учащихся в обосновании математических фактов.
[image: image718.png]&L BAD = £ CDA (puc. 29).



в)  Задачи    и   упражнения   в   отыскании   оши​бок также играют значительную роль в развитии   математического мышления учащихся. Такие задачи приучают обращать внимание на особо тонкие места в логических рассуждениях, помогают различать во многом сходные понятия, приучают к точности суждений и матема​тической строгости и т. д. Первые упражнения в отысканий ошибок должны быть несложными, например:
5. Ученик выполнил  сокращение дроби [image: image390.jpg]


так:   перечеркнул в числителе[image: image391.png]


а в знаменателе _у, написав над[image: image392.png]ye



букву у затем перечеркнул — 4 и 2, записав над — 4 число — 2. 
Правильно ли выполнено сокра​щение? Объясните.
Задачи в отыскании ошибок сле​дует постепенно усложнять. К чис​лу таких задач относится и отыс​кание ошибок, допущенных в изве​стных математических софизмах. Разбор софизмов прививает навы​ки правильного мышления. Обна​ружить ошибку в софизме —зна​чит осознать ее, а осознание ошиб​ки предупреждает от ее повторения в других рассуждениях. Разбор софизмов развивает наблюдательность, вдумчивое и критическое отношение к изучаемому, воспитывает у учащихся критичность мышления. Математические софизмы приучают тщательно следить за точностью формулировок, правильностью за​писей и чертежей при решении задач, за допустимостью обобщений и т. д.   К тому же разбор софизмов увлекателен. Примеры софизмов:
6.Имеем верное числовое равенство 16 — 36 = 25 — 45, отсюда
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 . В чем заключается ошибка?
7.   На сторонах АВ и ВС треугольника ABC как на диаметрах по​строим полуокружности (рис. 30), пересекающиеся со стороной АС в точках Е и D.[image: image395.png]L AEB

= / BDC = 90°



, т. е.[image: image396.png]BE | ACu BD 1 AC.




Через точку В проходят два перпендикуляра к прямой АС.
В чем заключается ошибка?
Другие софизмы можно найти в литературе для учащихся, на​пример в [15].
г)  Занимательные    задачи.     Интерес   к   математике должен быть следствием прежде всего увлекательности самой мате​матики,  ее логического построения,  практических применений.  Но на уроках математики нужны хотя и несложные, но занимательные, требующие смекалки и сообразительности задачи и упражнения, ко​торые оживили бы уроки. Особенно полезны занимательные задачи на уроках математики в восьмилетней школе.
8.   Как с помощью одного знака неравенства записать, что число а больше —2, но меньше 2?
9.  Даны точки А и В. Как с помощью циркуля и линейки прове​сти через эти точки прямую, если линейка короче расстояния между ними?
Много занимательных задач в уже указанной книге Ф. Ф. Наги​бина и Е. С. Канина [15], в книге Б. А. Кордемского [12].
д)  Отыскание      различных вариантов    реше​ния  и выбор лучшего  из  них.
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Психологи установили, что решение одной задачи несколькими способами приносит больше пользы, чем решение подряд нескольких стереотипных задач. Рассмотрение   учеником различных   вариантов решения, умение выбрать из них наи​более рациональные, простые, изящ​ные свидетельствуют об умении уче​ника мыслить, рассуждать, проводить правильные умозаключения. Различ​ные варианты решения одной задачи дают возможность ученику применять весь арсенал его математических зна​ний. Таким образом, рассмотрение различных вариантов решения зада​чи воспитывает у учащихся гибкость мышления. Поиск рационального ва​рианта решения лишь на первых порах требует дополнительных за​трат времени на решение задачи. В дальнейшем эти затраты с лих​вой окупаются.
10.  Задачу, рассмотренную в примере 2 (с.  155), можно решать различными способами. Так, можно доказать,  что диагонали   равно​бедренной трапеции равны, а затем рассматривать[image: image397.png]A ABD = ADCA



(по трем сторонам)      (рис. 31). Можно опустить на AD перпендикуляры BF и СЕ, доказать, что BF = СЕ и[image: image398.png]


Но приведенное в примере 2 решение более просто, рационально.
11.  При решении системы уравнений
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можно привести уравнения к общему знаменателю, а затем решать систему уравнений второго порядка, т. е. следовать общему алгорит​му решения таких систем. Однако наблюдательный ученик заметит, что при вычитании первого уравнения из второго[image: image400.png]


исключаются, а из полученного уравнения легко (практически устно) нахо​дится значение v. Ясно, что второй способ изящней и короче первого.
Надо отметить, что рациональные приемы решения не появляются сами, по одному только желанию. Рациональным способам решений надо обучать. Один из путей обучения и есть решение задач несколь​кими способами, выбор лучшего из них.
Вообще же полезно хотя бы знакомить учащихся с различными подходами к решению наиболее распространенных задач. Приведем пример.
Один из заключительных уроков геометрии в VIII классе учитель начал с простейшей задачи: разделить данный отрезок пополам. К огорчению учителя и учеников, обнаружилось, что полный набор чертежных инструментов имеют только 6 человек, а у некоторых учеников вообще не оказалось никакого инструмента. Тогда учитель предложил каждому решить задачу, применяя тот инструмент, кото​рый у него имеется, а тем, у кого не было инструмента, использовать
прямой угол из плотной бумаги (тетрадный лист   сложили   по  осям симметрии в 4 слоя) или его половину — угол в 45°.
В результате на уроке были рассмотрены 8 вариантов решения с помощью: а) циркуля и линейки; б) прямого угла; в) двусторонней линейки; г) чертежных угольников; д) угла величиной 45°; е) угла в 30°; ж) острого угла и односторонней линейки; з) транспортира и односторонней линейки. Польза такого обсуждения задачи несомненна, е) Составление задач учащимися. Сознательное изучение математики и развитие мышления учащихся стимулируется самостоятельным составлением (конструированием) математических задач. При этом, во-первых, воспитывается самостоятельность (школь​ники оперируют изученными и изучаемыми объектами и фактами ма​тематики, т. е. рассматривают и оценивают свойства, различия и ха​рактерные особенности этих объектов); во-вторых, развивается твор​ческая мыслительная активность учеников.
Конструирование задач учениками заставляет их использовать больший объем информации, применять рассуждения, обратные при​меняемым при обычном решении задач. Следовательно, при состав​лении задачи ученик применяет логические средства, отличные от тех, с помощью которых решаются обычные задачи, открывает новые связи между математическими объектами. Это развивает их мышле​ние. При изучении первых понятий алгебры (например, действий с рациональными числами) следует предлагать учащимся составлять вычислительные упражнения, в которых бы для упрощения вычисле​ний применялись законы действий, особенно дистрибутивный. Уча​щиеся должны свободно оперировать законами действий.
Очень полезны упражнения в составлении уравнений по задан​ным их корням, систем уравнений по данным решениям, задач по за​данным уравнениям или их системам.
Составление задач по заданным уравнениям полезно хотя бы потому, что задачи эти бывают разнообразны по фабуле, а это убеж​дает в общности математических методов.
Следует предостеречь учителя от чрезмерного увлечения конструи​рованием задач. Нет необходимости доводить конструирование задач до навыка, поэтому не нужно предлагать ученикам трафареты для составления математических объектов и задач. Всякий трафарет, шаб​лон в конструировании губит главное, ради чего эти упражнения вводятся: творческую мысль ученика.
2.3. Воспитательная роль математических задач. Процесс обуче​ния теснейшим образом связан с воспитанием учащихся. В советской школе обучение не мыслится в отрыве от воспитания. Обучая решению математических задач, учитель математики в то же время воспитыва​ет учащихся, формирует у них качества, присущие советскому об​щественному строю.
Но воспитательное воздействие на учащихся оказывают и сами математические задачи. В п. 1.4 говорилось о воспитательном воздей​ствии фабулы, сюжета задачи. Воспитанию советского патриотизма существенно помогает решение задач, составлен​ных по материалам наших пятилетних планов, сводок и сообщений ЦСУ СССР о выполнении планов развития народного хозяйства.  Та​кие задачи может составлять и учитель математики.
Возбуждению и развитию интереса к изучению математики спо​собствует решение задач, предваряющих изучение новых математиче​ских сведений, создающих проблемную ситуацию (см. 2.1). Но ин​терес к математике поддерживается и с помощью решения увлекатель​ных и занимательных задач, старинных задач и т. д., так что и в про​явлении интереса учащихся к математике, в воспитании увлеченных математикой учеников не  последнюю роль   играют математические
задачи.
Правильно организованное решение задач воспитывает у уча​щихся трудолюбие, особенно при самостоятельном решении задач. При решении задач формируются некоторые навыки умственного труда учащихся: усидчивость, внимательность, сосредоточенность. Решение трудных задач требует от учащихся проявления настойчивости в преодолении трудностей, упорства в достижении целей. При этом воспитывается и развивается чувство долга и ответственности учащегося за приобретение математических знаний, умений и навыков. Решения задач учащиеся записывают в тетради, учитель показы​вает различные формы записей решения, воспитывая тем самым у ' учащихся аккуратность. Поиск рационального пути решения при​учает к аккуратности и лаконичности записей в тетрадях по матема​тике. Этому способствует и по возможности точное выполнение чер​тежей с помощью различных чертежных инструментов.
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Решение математических задач у учащихся воспитывает особый математический стиль мышления. По А. Я- Хинчину [24], такой стиль характеризуется соблюдением формально-логической схемы рассуж​дений (построение импликаций при доказательстве с использованием правил вывода, соблюдение схемы «анализ—построение — доказа​тельство — исследование» при решении геометрических задач на по​строение и т. д.), лаконичным выражением мыслей как в словах, так и в записях (чему в немалой степени способствует применение мате​матической символики), четким расчленением хода мышления (уже начиная с решения арифметических задач «по действиям»), точностью применяемой символики. Такой стиль мышления также приучает к аккуратности.
Большую роль играют математические задачи в осуществлении политехнического воспитания. С помощью задач, решаемых на уро​ках математики, учащиеся знакомятся с ролью математики в других науках. Но нельзя забывать и значение других наук для математики. Задачи других наук, приводящие к новым математическим понятиям, приемам и методам решения, тоже имеют немаловажное значение для политехнического воспитания уча​щихся.
Политехническому воспитанию способствуют практические задачи, например, такие:
1.  Арка моста имеет форму дуги параболы (рис. 32). Высота арки 2 м, а длина стягивающей ее хорды 24 м. Арка имеет 5 вертикальных стоек, укрепленных в точках хорды и делящих эту хорду на части равной длины. Вычислите длины стоек.
2.   На прямолинейной железной дороге надо построить платформу для остановки поездов так, чтобы сумма расстояний от платформы до двух населенных пунктов А и В была наименьшей. Решите задачу с помощью циркуля и линейки.
Математические задачи имеют значение и в воспитании диалектико-материалистического мировоззрения учащихся. Ф. Энгельс в «Анти-Дюринге» писал: «...математика переменных величин, самый значительный отдел, который составляет исчисление бесконеч​но малых, есть по своей сущности не что иное, как применение диа​лектики к математическим отношениям». Таким образом, в воспита​нии диалектико-материалистического мировоззрения учащихся поло​жительную роль играют некоторые задачи начал анализа, приложе​ний начал анализа в геометрии, физике, астрономии. Задачи о радио​активном распаде вещества, о росте населения страны приводят к диф​ференциальному уравнению показательного роста или убывания у'= ky. Это уравнение, являющееся математической моделью явле​ния, схематизирует его. Поэтому модель дает правильные результа​ты лишь в некоторых пределах, в частности при решении задачи о ро​сте населения лишь при большой численности населения и не слишком малых промежутках времени. За этими пределами, пишет в [81 А. Н. Колмогоров, «...математическая модель теряет реальный смысл и при ее бездумном применении приводит к ошибочным или бессмыс​ленным результатам». В [8] рассматривается и более простой при​мер о движении подброшенного вверх мяча. В вопросах взаимоот​ношений «теории и действительности, математической модели и реаль​ного мира, — пишет А. Н. Колмогоров, — проявляется глубокая диалектическая взаимосвязь теории и практики». Учитель должен подчеркивать, что математические модели решаемых задач, модели действительности дают нам возможность получать вполне реаль​ное знание о самой действительности, если действовать в пределах применимости модели.
§ 3. ОБУЧЕНИЕ МАТЕМАТИКЕ ЧЕРЕЗ ЗАДАЧИ

Примерно половина уроков математики в средней школе, как уже указывалось, отводится решению математических задач и выполне​нию упражнений.    Таким образом, обучение математике осуществ​ляется и при решении задач. В § 2 уже рассмотрена обучающая роль учебных математических задач: при решении математических задач учащиеся   усваивают  многие  математические   понятия,   овладевают математической   символикой,   обучаются   проведению   доказательств у и т. д., т. е. обучаются математике. Но этим не ограничивается обучение математике через задачи. Осуществляя такой путь обучения математике, учитель ставит перед той или иной конкретной задачей дидактические цели, при достижении которых и осуществляется обучение через задачи. Какие же дидактические цели могут быть постав​лены  перед математическими  задачами?
3.1. Математические задачи могут иметь своей дидактической целью подготовку к изучению теоретических вопросов математики (новых понятий, методов, теорем). Такое назначение имеют, например, задачи, рассмотренные в п. 2.1. Такая же цель ставится перед реше​нием задач, с помощью которых перед изучением новых теоретичес​ких вопросов в памяти и сознании учащихся восстанавливаются те сведения, знание которых необходимо для изучения новых математи​ческих фактов. Эти задачи не должны быть сложными и могут ре​шаться устно.   Примеры:
1.  Перед изучением свойств степеней с рациональными показате​лями полезны будут упражнения в применении свойств степеней с целыми показателями.
2.  Изучению распределительного закона умножения (по отноше​нию  к сложению)  для   рациональных чисел могут предшествовать задачи, при решении которых напоминается применение этого зако​на для целых чисел.    Именно так ученики обучаются верному при​менению аналогии.
Решение некоторых задач в IV—VI классах может быть проведено с таким расчетом, что после серии задач (Упражнений) учитель может сформулировать новое предложение (определение, алгоритм и т. д.).
3.  Введению определения умножения положительных  и отрица​тельных   чисел  могут  предшествовать  упражнения   в   вычислениях с такими числами, выполняемые с помощью модели термометра. Чет​кое выделение характеристик (знака и модуля) произведения, срав​нение их с соответствующими характеристиками множителей позво​ляют заметить закономерности выполнения умножения и  сформули​ровать определение (правило).
3.2. Дидактической целью учебных математических задач может быть закрепление только что приобретенных теоретических знаний. Это могут быть задачи для усвоения математических понятий и их определений, для формирования умений (§ 2.1), для закрепления фор​мулировок, аксиом и теорем, для закрепления методов доказательств и т. д. Такие задачи следуют за изучением теоретических сведений.
Примеры:
4.  Два угла имеют общую вершину.   Могут ли они быть несмеж​ными   и   невертикальными?
Эта задача предназначена для закрепления у учащихся понятий о смежных и вертикальных углах.
5.  Для закрепления формулировки теоремы Виета полезно решать задачи, подобные следующей. В уравнении[image: image401.png]


один из корней равен — 7. Вычислите другой корень и значение коэффици​ента р.
3.3. Иллюстрация приложений изученного также может быть ди​дактической целью математических задач. С такой целью предлага​ются учащимся практические задачи, иллюстрирующие приложения математики  в  технике,  быту,   смежных  школьных  предметах   (см. § 2.3). Такое же назначение имеют задачи на применение тождествен​ных преобразований к упрощению вычислений.
Пример 6.   Вычислите  значение выражения[image: image402.png](@ + b)* — (a—0b)?



 при[image: image403.png]



Непосредственное вычисление здесь достаточно громоздко. Если же   предварительно   выполнить   тождественные   преобразования,   то [image: image404.png](@ + b)* — (a — b)* = 4ab



 и   значение   правой   части   вычисляется устно.
Весьма полезно предлагать задачи на приложение алгебры к ре​шению геометрических задач.
Пример 7. Докажите, что сумма двух диагоналей выпуклого четырехугольника меньше его периметра, но больше полупериметра. При решении этой задачи применяются свойство расстояний (так на​зываемая «аксиома треугольника») и свойства неравенств.
Задачи на приложения могут быть предложены после изучения теории, при формировании умений и навыков, а могут и предшество​вать изучению теории с целью создания проблемной ситуации.
3.4. Дидактической целью задач и упражнений может быть фор​мирование умений и навыков.
1) Цель формирования умений обычно ставится при решении первых задач, выполнении первых упражнений по овладению новым приемом, алгоритмом, методом решения некоторого класса задач, а также задач, показывающих практическую ценность изучаемых способа, приема, метода. Это должны быть задачи, при решении ко​торых учащиеся приучаются оперировать вновь изученным, применять общий способ, алгоритм, метод в конкретной ситуации. Такие задачи не должны быть сложными, в них должно отчетливо проявляться вновь изучаемое, лишь постепенно в задачи могут вводиться услож​нения, так чтобы вновь формируемое умение включалось в уже имею​щуюся систему математических умений и навыков учащихся. Первые такие задачи следует решать с подробным объяснением со стороны учащихся всех новых деталей решения., с подробными записями на доске. Это помогает осмысленному формированию умений, осмыслен​ные же умения формируются быстрей и дольше сохраняются.
Прим.ер8.    В   первых  упражнениях   в  умножении  дробных чисел полезно выполнить подробные записи и объяснить их:
[image: image405.png]



Так отрабатывается алгоритм умножения дробей.   Но уже после ре​шения 3—4 таких задач полезно опускать вторую запись[image: image406.png]


(или третью[image: image407.png]


 Это   экономит   время   записи   и   закрепляет   умение
применять алгоритм умножения дробных чисел путем «свертывания» промежуточных операций.
2) Формирование математических навыков может быть дидактиче​ской целью не отдельной задачи, а системы задач и упражнений.
Умение оперировать многими приемами, способами и методами решения математических задач должно быть автоматизировано, до​ведено до навыка, чтобы при решении задач техническая сторона не отвлекала мышление решающего задачу, а помогала решению. Уча​щиеся должны владеть прочными и стойкими навыками вычислений, тождественных преобразований, решения уравнений, неравенств и их систем, геометрических построений и др.
Навыки формируются на основе осмысленных знаний и умений путем многократного повторения операций, действий, приемов, алго​ритмов, составляющих предмет изучения. Поэтому для формиро​вания навыков нужна тщательно продуманная система упражнений и задач. В такой системе должна быть правильно установлена после​довательность упражнений с учетом индивидуальных особенностей и возможностей учащихся и принципа «от простого к сложному». Сле​дует соблюдать разумное разнообразие упражнений и задач в системе. При этом знания учащихся по математике должны совершенствова​ться с решением каждой новой задачи. Следует добиваться, чтобы осознанные умения и навыки ученики получали при наименьших затратах времени.
Прочные, стойкие и гибкие навыки формируются тогда, когда они применяются совместно с ранее сформированными умениями и навы​ками в выполнении других действий. Именно таким образом вновь формируемые навыки включаются в систему знаний человека. К тому же решение задач, требующих применения и ранее полученных на​выков, существенно помогает подкреплению очень важного умения применять полученные знания, умения и навыки в различных ситуа​циях. Сказанное иллюстрируют следующие примеры.
Пример 9. При изучении разложения на множители с помо​щью формул сокращенного умножения после первых упражнений в не​посредственном применении формул желательно включать такие уп​ражнения, в которых формулы могут быть применены после вынесения множителя за скобки:[image: image408.png]1) 72a%b%c — 2b%c;



[image: image409.png]N 02mn® -+ 0,2mn—0,4mn®.




Пример 10. При изучении интегралов полезно включить их вычисление в систему других действий. 1) Решите уравнения
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2) Решите неравенство
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Решение указанных и  аналогичных  задач  формирует у  учащихся гибкость умений и навыков.
3.5. Дидактической целью математических задач является и пов​торение ранее изученного. При решении большинства задач учащиеся применяют ранее полученные знания, умения, навыки. Такова осо​бенность математики, заключающаяся в тесной взаимосвязи и взаимо- обусловленности ее разделов. Таким образом, независимо от целей, поставленных учителем перед решением конкретной задачи, при ее решении происходит повторение изученного ранее. Но повторение изученного может быть и специальным назначением задач, предло​женных учителем. Например, решение задач на завершающих уроках по той или иной теме имеет своей дидактической целью повторение, систематизацию и уточнение знаний, полученных при изучении этой темы, и закрепление сформированных умений и навыков, что также требует повторения. Таково же назначение задач, решаемых при по​вторении математики в конце учебных четвертей года.
3.6. Контроль за усвоением математических знаний — одна из дидактических целей математических задач и упражнений. Каждая задача практически имеет своим назначением текущий контроль или самоконтроль. Задачи, решаемые фронтально с воспроизведением решения учащимися на доске, предназначаются и для выяснения затруднений учащихся, пробелов в их знаниях, степени усвоения новых теоретических знаний, изучаемых методов решения задач, прочности, стойкости и гибкости ранее приобретенных знаний, умений и навыков. Такое же предназначение имеется и у самостоятельно ре​шаемых задач.
В проверочных и контрольных работах главным назначением решаемых задач является итоговый контроль за тем, насколько верно учитель учил, а ученики обучались по тем или иным разделам мате​матики.
§ 4. ОБЩИЕ МЕТОДЫ ОБУЧЕНИЯ РЕШЕНИЮ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

4.1. Анализ и синтез при решении задач. Анализ и синтез находят широкое применение при решении математических задач. Напомним, что анализ — это метод рассуждений от искомых к данным. Синтез — метод рассуждений, ведущий от данных к искомым. Оба эти метода обычно применяются во взаимосвязи (см. гл. IV).
[image: image721.jpg]Puc. 32



Анализ и синтез находят применение практически при решении каждого вида задач, каждой задачи.
1) Анализ и синтез при решении задач на  доказательство.
Задача 1. Шар касается всех трех боко​вых граней треугольной пирамиды в точках пересечения их биссектрис. Докажите, что пирамида правильная.
Анализ. Чтобы доказать, что пирами​да правильная, достаточно доказать, что в основании ее правильный треугольник ([image: image412.png]AABC,



 рис. 33), а боковые грани — равнобедрен​ные равные треугольники. Для доказательства первого предложения достаточно установить, что АС = АВ = ВС, а это в свою очередь необходимое    условие  того,     что[image: image413.png]0 ASC




[image: image414.png]= AASB = ABSC.



 Чтобы доказать эти отношения, достаточно воспользоваться признаком равенства треугольников по сторо​не (боковому ребру пирамиды) и двум прилежащим к ней углам (поло​винам углов, прилежащих к этим ребрам, так как шар касается гра​ней в точках пересечения их биссектрис). Иначе говоря, достаточно до​казать, что[image: image415.png]ANO.SC = NO,SC n ANO,BS = AO4BS.




 Последнее верно, так как [image: image416.png]= 0,8, O,€C = 0,C u 0,6 = Ugb




  (как отрезки касательных, проведенных из одной точки к окружности). Анализ выполнен. Если строго установить достаточность каждого из после​дующих предложений для предшествующего ему, доказательство можно считать выполненным. В приведенном же виде анализ лишь намечает путь доказательства.
Синтез.   Пусть[image: image417.png]


— точки пересечения биссектрис соответственно [image: image418.png]NAASC u ASDC.



  Имеем:    плоскость (SDE)   пересекает заданный шар по некоторому кругу. Аналогично плоскость[image: image419.png](C0,0.

5)



 пересекает этот шар по другому кругу.
Отрезки касательных, проведенные из общей точки к окружности, равны.
По трем сторонам (см. 1), SC — общая сторона этих треугольников.
Углы в равных треугольниках, лежащие против их равных сторон, равны.
Из отношений 3:[image: image420.png]


 биссектрисы соответственно[image: image421.png]/ASC, /BSC,




[image: image722.jpg]


По стороне SC и прилежащим к ней углам (см. 4).
В равных треугольниках против равных углов (см. 4) лежат равные стороны.
Аналогично,   из   предложения [image: image422.png]


 (или[image: image423.png]


[image: image424.png]


 следует, что ВС = АВ (или АС = АВ) и AS = CS (или BS = CS). По свойству транзитивности отношения равенства АС = ВС = АВ  и [image: image425.png]


правильный (по определению);[image: image426.png]


[image: image427.png]= AASB = ABSC,



 AS — BS — CS, т. е. боковые грани пирами​ды — равные равнобедренные треугольники. Таким образом, пира​мида правильная, что и требовалось доказать.
2) Анализ и синтез при решении текстовых задач. Текстовыми задачами здесь названы математические задачи, в которых входная информация содержи не только математические данные, но еще и некоторый сюжет (фабулу задачи).
При решении текстовых задач с помощью аппарата арифметики роль анализа сводится к составлению плана решения, задача же чаще всего решается синтетическим методом.
Задача 2.   Большая комната имеет длину[image: image428.png]


м и ширину
4 м, а меньшая — длину 4 м и ширину[image: image429.png]3
10



На сколько площадь одной из них больше площади другой?
Анализ. Чтобы ответить на вопрос задачи, надо вычислить разность площадей комнат, а для этого надо знать площадь каждой комнаты. Площадь же комнаты равна произведению ее длины и ши​рины. План задачи: найти площадь каждой из комнат и из большей вычесть меньшую.
[image: image723.png]


Синтез.   1-й способ.  1) Какова площадь большей комнаты?
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2)   Какова площадь меньшей комнаты?
[image: image431.png]A S o S
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3)  На сколько площадь первой комнаты больше площади второй комнаты?

[image: image432.jpg]g g n
207 — 132 =8 ().




2-й способ.   Площадь   большей   комнаты [image: image433.png]3
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 площадь меньшей  [image: image434.png]3
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 их разность[image: image435.png]3 3 oy
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 (составили    выражение,    затем   вычислили   его значение).
Очевидно, 2-й способ синтетического решения более удобен, так как применение распределительного закона умножения (по отноше​нию к сложению) значительно упрощает вычисления. . При решении текстовых задач алгебры (это обычно задачи на со​ставление уравнений, их систем, неравенств и их систем, систем уравнений и неравенств) применением только анализа или только синтеза практически обойтись не удается. Дело в том, что при со​ставлении уравнения (системы уравнений, неравенства и т. д.) чаще всего идут от искомых (введенное переменное) к данным, т. е. приме​няют анализ. Решение уравнения (системы уравнений и др.) выпол​няется методом синтеза.
3 а д а ч а 3. Теплоход прошел за 15 ч движения против течения такое же расстояние, какое он проходит за 13 ч движения по течению реки. Найдите скорость течения реки, если собственная скорость теплохода 70 км/ч.
Анализ. Для вычисления скорости течения реки достаточно знать собственную скорость теплохода (70 км/ч) и скорость движения его по течению или против течения реки. Если скорость течения реки v км/ч, то скорость движения по течению (70 + v) км/ч, а против те​чения (70 — v) км/ч. Выразив с учетом времени движения пройден Ное теплоходом расстояние, составим уравнение, т. е. придем к дан​ным задачи —равенству расстояний, пройденных при движении по течению и против него.
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Аналогично применяются анализ и синтез при решении тексто​вых задач начал анализа (к ним можно отнести текстовые задачи на отыскание наибольших и наименьших значений, на составление и решение дифференциальных уравнений и др.).
3 а д а ч а 4. Буровая вышка расположена в поле в 9 км от бли​жайшей точки шоссе. С буровой надо отправить курьера в населенный пункт, расположенный по шоссе в 15 rм от упомянутой точки шоссе (считаем шоссе прямой линией). Если курьер на велосипеде проез​жал по полю со скоростью 8 км/ч, а по шоссе — 10 км/ч, то к какой точке шоссе ему надо ехать, чтобы в кратчайшее время достичь насе​ленного пункта?
Анализ. Чтобы ответить на вопрос задачи, достаточно соста​вить функцию, характеризующую движения курьера в зависимости от того, к какой точке шоссе он поедет. Это время движения — сумма времени движения курьера по полю и по шоссе. Каждое из слагае​мых есть отношение расстояния, которое проезжает курьер (по полю ВА и отдельно по шоссе АН), и соответствую​щей скорости движения (рис. 34). Удобней вы​брать в качестве основной переменной расстоя​ние МА ~ х  (если    обозначить     АН = х,  то [image: image438.png]BA = V& + (15 — x)



 менее удобно для иссле​дования, чем[image: image439.png]BA =V 9 + 12).



 Выражая через х и заданные постоянные другие переменные за​дачи, составляем функцию для исследования:
[image: image440.jpg]e





Синтез.   При нашем выборе  переменной имеем:[image: image441.png]D (f) =[0; 15].



Найдем   производную   функции и ее стационарные точки [image: image442.png]50

12).



   (Выкладки     опущены.)     Для      отыскания наименьшего   значения     достаточно   вычислить и   сравнитьf (0). 
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Следовательно, курьер должен подъехать к точке л, расположен​ной в 12 км от точки М и в 3 км от точки Н — пункта назначения. 3) Анализ  и синтез при решении задач на построение в геометрии.
Анализ и синтез применяются и при решении задач на построение в геометрии, иначе, конструктивных задач геометрии. Как известно, решение этих задач выполняется по следующему плану: анализ, построение, доказательство, исследование. Название первой части — анализ говорит само за себя: это действительно метод анализа, веду​щий от искомых («предположим, что искомая фигура построена») к данным, точнее, к их использованию в построении. При анализе намечается план построения, которое выполняется синтетическим путем. При доказательстве возможно использование как анализа, так и синтеза, но чаще применяется последний. Исследование пред​полагает преимущественное применение метода анализа.
Задача 5.    Даны  прямая [image: image444.png]a,



 симметричные  относительно  нее точки[image: image445.png]


и точка В. С помощью одной линейки постройте точку [image: image446.png]


 , симметричную точке В относительно прямой[image: image447.png]



Анализ.   Предположим, что задача решена и искомая точка построена  (рис.  35),  т.  е. [image: image448.png]By = Sy (B):



 По условию[image: image449.png]



[image: image725.jpg]15-x
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Чтобы построить точку[image: image450.png]B,



достаточно построить две прямые, пере​сечением которых она является.    Эти прямые можно выбрать так:
Чтобы[image: image451.png]AB, = S,(AB) n AB, =3S§, (A1B):. A:B; | AB; = B,.



построить эти прямые, достаточно найти точки пересечения АВ и [image: image452.png]


(это точка[image: image453.png]C,), A,B



и [image: image454.png]


(точка[image: image455.png]


). Теперь[image: image456.png]A,C, N AC, = B,.




План построения составлен, все построения возможно выполнить одной линейкой.
Построение (синтез).С помощью линейки строим[image: image457.png]AB



и АВ, находим точки[image: image458.png]Cy u Gy,



 строим[image: image459.png]AC.,



 и [image: image460.png]A,Cy, By



— точка их пересечения.
[image: image726.jpg]


Доказательство (синтез).[image: image461.png]C.)
=8 (A
A,C, =

Cy
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[image: image728.png]S, (A4,Cy), AC, N A,C;, = B, B,=



поэтому 
(как точки пересечения двух пар симметричных относительно а пря​мых).
[image: image729.png]


Исследование (анализ). Мы исходим из того, что прямые АВ и[image: image462.png]


имеют единственную общую точку. Каким может быть еще распо​ложение прямых АВ и[image: image463.png]a?



 Это пря​мые  одной плоскости,   поэтому  они 
или имеют только одну общую точку, или па​раллельны. Во втором случае предложенное вы​ше построение выполнить нельзя, так как [image: image464.png]AB lla u AB =a.



 Решение задачи сводится к предыдущему случаю, стоит лишь взять произ​вольную точку[image: image465.png]


 Строится[image: image466.png]


 при данных [image: image467.png]


 а затем решается задача для точек[image: image468.png]


 как и в первом случае.
Допустим и тот вариант,   когда точка В ле​жит на оси симметрии[image: image469.png]


Решение тривиально,[image: image470.png]"




Задача 6. Через данную прямую[image: image471.png]


проведите плоскость, па​раллельную другой данной прямой[image: image472.png]



Анализ.   Для построения плоскости [image: image473.png]


такой,  чтобы[image: image474.png]acCa



 и[image: image475.png]


достаточно, чтобы эта плоскость проходила через прямую, параллельную прямой[image: image476.png]


Но эта же плоскость должна   проходить и через данную прямую[image: image477.png]


т. е. достаточно построить[image: image478.png]ala, c)ucllhb.




Построение.   На прямой[image: image479.png]


(рис. 36) выбираем произволь​ную точку А, в плоскости[image: image480.png]B (4, b)



строим прямую[image: image481.png]cllb,anNe=A.



 Плоскость[image: image482.png]o (a, ¢)



и должна быть искомой.
Доказательство.[image: image483.png]cllbuecca,



поэтому[image: image484.png]allb.



Но[image: image485.png]



Исследование. Построение зависит от взаимного располо​жения прямых а и b в пространстве. Возможны три случая.
1)  Прямые а и b скрещивающиеся[image: image486.png]


Из приведенного выше построения следует единственность решения. Действительно, какова бы ни была[image: image487.png]


существует единственная   прямая с  такая,   что
[image: image488.png]cNa=Amucllb.



 Все множество таких прямых образует единствен​ную плоскость, которая обладает свойствами[image: image489.png]ccaunallb.




2)[image: image490.png]


 Любая плоскость, содержащая а, будет удовлетворять условию задачи.
3)[image: image491.png]


 Задача имеет единственное решение:[image: image492.png]o (a, b).




4.2. Другие общие методы решения задач. Рассмотренные в пре​дыдущих пунктах анализ и синтез являются самыми общими мето​дами решения задач. Ниже излагаются также общие методы решения задач, которые имеют более ограниченное применение.
Один из них — метод исчерпывающих проб, основой которого является выявление всех логических возможностей и отбор из них таких, которые удовлетворяют условию задачи. Если логических воз​можностей, соответствующих условию задачи, — конечное число, то может оказаться возможным перебрать все их и в ходе этого пере​бора выделить вполне удовлетворяющие условию. С помощью этого приема решаются, в частности, некоторые элементарные задачи тео​ретико-числового содержания.
Пример 1. Найдите все четырехзначные числа, удовлетво​ряющие двум условиям: сумма цифр числа равна 11, само число де​лится на 11.
Решение.   Пусть искомое число[image: image493.png]abed = 10% + 10% + 10c-+d.



 Можно составить систему уравнений:
[image: image494.png]{a+b+£+d= 11,
(@+¢)— (b +d) = 11k




Второе уравнение, этой системы выражает делимость искомого числа на 11. Суммируя уравнения системы, получим уравнение 2 (а + с) = = 11 (k + 1),   в   котором[image: image495.png]k€ {—1;0; 1}.



 Действительно,   разность
в левой части второго уравнения не может быть меньше —11 и боль​ше 11 (сумма цифр равна 11). Применяем метод исчерпывающих проб:
[image: image496.png]


 что   противоречит   условию   (число четырехзначное, [image: image497.png]a#0). R=0=>2(a +¢) =11,



  чего   не   может быть: левая часть делится,  а правая — не делится на 2. k = 1[image: image498.png]


 2(а+ с)[image: image499.png]


22 [image: image500.png]


 а + с = 11,  b = 0, d = 0,  значения [image: image501.png]


и   с на​ходятся опять методом исчерпывающих проб и могут быть представ​лены в таблице

[image: image502.jpg]a|‘2|314|5|6,7la|9
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Методом исчерпывающих проб с большим успехом можно поль​зоваться и для решения многих логических задач. Развитием указан​ного приема служат некоторые методы решения в целых или рацио​нальных числах неопределенных уравнений, и в частности хорошо известный метод рассеивания.
Второй метод — это метод сведения. Суть его состоит в том, что данные задачи подвергаются последовательным преобразованиям. Концом получающейся таким образом цепочки преобразований мо​жет быть состояние, простое рассмотрение которого дает требуемый результат. Если, например, нужно решить уравнение, то обычно со​ставляют такую конечную последовательность уравнений, эквива​лентных данному, последним звеном которой является уравнение с очевидным решением. Точно так же поступают при решении систем уравнений, неравенств, систем уравнений и неравенств. Решение задач на доказательство очень часто представляет собой цепочки тож​дественных преобразований, тянущиеся от левой части доказываемых тождеств к правой, или наоборот, или от левой и правой частей к од​ному и тому же выражению. Конечно, указанное сведение нужно понимать и как выведение, как конечную последовательность, веду​щую от искомых к данным. Этот метод наиболее часто применяется в тех случаях, в которых заданное отношение обладает свойством транзитивности. Таковы отношения эквивалентности (равенства, уравнения, тождества, логическая равносильность, параллельность) и порядка (строгие и нестрогие неравенства, включение множеств, логическое следование).
Пример 2.   Докажите, что[image: image503.png]2 —2xy + 2y —2x +3 >0.




Решение.   Преобразуем левую часть неравенства:

[image: image504.jpg]e v 2y S ks=x 20y 1) o UEIREGi L o+ 24 3=
= (x—y—1)2+y>—2y+1+1=(x—y—-12+(y—1)*+1>0.




По свойству транзитивности тождеств и неравенств[image: image505.png]x*—2xy +2y*



—2а++ 3 > 0, что и требовалось доказать.
Прием «сведения» лежит в основе решения геометрических задач на построение. В каждой задаче этого вида содержится требование: исходя из данных фигур (или данных их элементов), с помощью ука​занных конструктивных элементов построить фигуру, удовлетворяю​щую определенным условиям. Это означает, что требуемое построение должно быть сведено к так называемым элементарным построениям, выполняемым реальными инструментами.
Метод сведения находит постоянные применения при решении текстовых задач арифметическими способами. Суть дела здесь состоит в том, что данная задача сводится к простым задачам.
Решение задач на доказательство теорем в своей основе имеет также сведение: доказываемое утверждение сводится к ранее дока​занным теоремам и ранее введенным аксиомам и определениям дан​ной научной области. Доказать — это значит свести новую теорему (задачу) в конечном счете к аксиомам.
Третий метод решения задач имеет своей основой моделирование (математическое и предметное). Для моделирования привлекаются различные математические объекты: числовые формулы, числовые таблицы, буквенные формулы, функции, уравнения алгебраические или дифференциальные и их системы, неравенства, системы нера​венств (а также неравенств и уравнений), ряды, геометрические фи​гуры, разнообразные графосхемы, диаграммы Венна, графы и т. д.
Математическое моделирование находит применение при решении многих текстовых (сюжетных) задач. Уже уравнение, составленное по условию текстовой задачи, является ее алгебраической (аналити​ческой) моделью. Чертеж фигуры, заданной в геометрической задаче, с обозначенными на ней данными и искомыми тоже является геомет​рической моделью задачи. Но нередко решению задачи помогает и предметная ее модель (например, объемная геометрическая фигура, модель с использованием или изображением предметов и объектов, заданных в задаче, и др.).
[image: image730.png]


Пример 3. Если каждому ученику в классе раздать по 2 кон​феты, то 17 конфет останется. Если же раздать по 3 конфеты, то двум ученикам конфет не достанется. Сколько имеется конфет и сколько учеников в классе?
Эту задачу можно решать, составляя систему двух линейных уравнений (начиная с VI класса). Но эту же задачу могут решить ученики начальной школы, если составить ее предметную модель (рис.  37).
[image: image731.jpg]Puc. 36



На модели видно: чтобы первые ученики, имеющие по 2 конфеты, по​лучили по 3 конфеты, надо раздать 17 оставшихся конфет и еще 4 кон​феты (двум ученикам конфет не хва​тило), т. е. раздать дополнительно 21 конфету. Следовательно, в классе 23 ученика, а конфет было 21 • 3 = 63. Особую роль в курсе математики средней   школы   играет графическое моделирование: математическими мо​делями служат диаграммы, графики функций, графические интерпрета​ции уравнений, неравенств, графы и т. д. Графическая модель очень час​то позволяет найти путь решения за​дачи.
Пример 4. Артели косцов на​до было скосить два луга, один вдвое более другого. Половину дня вся артель косила большой луг. После полудня половина артели осталась на большом лугу и к вечеру докоси​ла его до конца. Вторая половина косила малый луг, на котором к вечеру остался участок, скошенный на другой день одним косцом, проработавшим целый день. Сколько было косцов в артели? Предпо​лагается, что полдень делит рабочий день на две равные части, а производительность всех косцов одинакова.
Решение. Обозначим число косцов х. Условие задачи изобра​жено на диаграмме (рис. 38). С помощью этой диаграммы легко со​ставляется уравнение 0,5x + 2 = 0,5 • 1,5х, откуда х = 8. (В ли​тературе эта задача встречается под названием «задача Л. Н. Тол​стого».)
Большое практическое значение имеют методы нахождения при​ближенных значений искомых величин.
Все графические приемы решения задач на вычисление дают при​ближенные решения. Но приближенные решения могут получаться и с помощью численных методов (например, при решении квадратных уравнений по формулам их корней).
В геометрии используются приближенные методы построения. Примерами их служат спрямление окружности, построение квадрата, равновеликого данному кругу, деление угла на равные части и т. д.
Таковы основные приемы решения задач по курсу математики средней школы. Остается подчеркнуть, что в практике решения задач они часто комбинируются.
Одна из основных целей решения задач в школьном курсе мате​матики и состоит в том, чтобы обеспечить действенное усвоение каж​дым учеником основных методов и приемов решения учебных матема​тических задач.
4.3. Общие советы учителя ученику при решении задач. Для того чтобы научиться решать задачи, надо приобрести опыт их решения. Редкие ученики самостоятельно приобретают такой опыт. Долг учи​теля — помочь учащимся приобрести опыт решения задач, научить их решать задачи. Однако помощь учителя не должна быть чрезмер​ной. Если учитель много будет помогать ученику, на долю послед​него ничего не останется или останется слишком мало работы по при​обретению опыта решения задач. Так ученик не научится решать задачи. Если же помощь учителя будет мала, ученик также может не научиться решать задачи.
Учитель должен помогать ученику путем советов, как решать задачу, или вопросов, отвечая на которые ученик успешнее решит задачу. Иногда учитель разыгрывает решение задачи, сам задавая вопросы и сам же отвечая на них. Ученики подражают ему в этом, постепенно приучаясь решать задачи. Но такой вариант обучения требует большей затраты времени и не всегда приводит к хорошим результатам. Можно сказать, что механическое подражание не метод обучения решению задач. Нужны вопросы и советы учителя учени​ку, вызывающие и развивающие мыслительную деятельность школь​ников, помогающие развивать творческий подход к решению задач.
Такие вопросы и советы должны обладать общностью для различных задач, иначе ученики не научатся решать многие задачи, а будут учиться решать каждую конкретную задачу в отдельности. В то же время вопросы и советы должны быть естественны и просты, должны иметь своим источником простой здравый смысл. Они долж​ны оказывать ученику действенную,   но не назойливую помощь.
Но одних вопросов и советов учителя ученику недостаточно для обучения решению задач. Нельзя забывать, что «умение решать за​дачи есть искусство, приобретаемое практикой» [17].
Вопросы и советы ученику условно можно подразделить на четыре группы. Это подразделение вопросов, вообще говоря, не является категоричным. Может оказаться, что вопросы, рекомендуемые для первого этапа, окажут помощь и на втором этапе, а рекомендуемые для второго этапа — на третьем и т. п. Дело в том, что этапы реше​ния задачи не могут быть строго изолированы один от другого, между ними существует определенная связь, в их единстве заключается процесс решения задачи.
Далее формулируются и поясняются вопросы и советы учителя ученику, предлагаемые на каждом этапе решения задачи.
1) Вопросы  и советы для усвоения содержания задачи (1-й этап).
Нельзя приступать к решению задачи, не уяснив четко, в чем заключается задание, т. е. не установив, каковы данные и искомые или посылки и заключения. Первый совет учителя: не спешить начинать решать задачу. Этот совет не означает, что задачу надо решать как можно медленней. Он означает, что решению задачи должна предше​ствовать подготовка, заключающаяся в следующем: а) сначала сле​дует ознакомиться с задачей, внимательно прочитав ее содержание. При этом схватывается общая ситуация, описанная в задаче; б) ознакомившись с задачей, необходимо вникнуть в ее содержание. При этом нужно следовать такому совету: выделить в задаче данные и искомые, а в задаче на доказательство — посылки   и   заключения.
Пример 1. Выведите формулу для вычисления длины диаго​нали прямоугольного параллелепипеда по известным длинам его ребер.
Выделим данные и искомые. В задаче даны прямоугольный параллелепипед и длины его ребер. Искомой является формула для вычисления длины его диагонали.
Пример 2.   Упростить выражение
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«Понять задачу» в этом примере можно, лишь выяснив данный порядок операций (прежде выполняются операции в скобках, потом преобразуется произведение второй дроби и результата в скобках). Полезно до выполнения преобразований устанавливать особенности данного выражения.
в)  Если задача  геометрическая  или связана с   геометрическими фигурами, полезно сделать чертеж к задаче и обозначить на чертеже данные и искомые (это тоже совет, которому должен следовать уче​ник).
г)  В том случае, когда данные (или искомые)  в задаче не обозна​чены, надо ввести подходящие обозначения.   В    примере 1   надо обо​значить измерения параллелепипеда: пусть  а — длина, Ь — ширина, с — высота параллелепипеда. При решении текстовых задач  алгебры и начал анализа   вводят обозначения искомых или других перемен​ных, принятых за искомые.
д)  Уже на первой стадии решения  задачи, стадии понимания за​дания, полезно  попытаться  ответить на вопрос: «Возможно ли удов​летворить условию?» Не всегда сразу удается ответить на этот вопрос, но иногда это можно сделать. В примере   1 ясно,   что задача имеет смысл, так как дан прямоугольный   параллелепипед,   значит, одно​значно определена и его диагональ, стало быть, можно найти способ вычисления длины диагонали. В   примере 2 неясно сразу, возможно ли упростить это выражение, т. е. получим ли после преобразований выражение, имеющее более простой вид.
Отвечая на вопрос: «Возможно ли удовлетворить условию?», по​лезно выяснить, однозначно ли сформулирована задача, не содержит ли она избыточных или противоречивых данных. Одновременно вы​ясняется, достаточно ли данных для решения задачи.
2) Составление плана решения задачи (2-й этап). Составление плана решения задачи, пожалуй, является главным шагом на пути ее решения. Правильно составленный план решения задачи почти га​рантирует правильное ее решение. Но составление плана может ока​заться сложным и длительным процессом. Поэтому крайне необхо​димо предлагать ученику ненавязчивые вопросы, советы, помогаю​щие ему лучше и быстрее составить план решения задачи, «открыть» идею ее решения:
а)  Известна ли решающему какая-либо родственная за​дача?   Аналогичная задача? Если такая или родственная задача известна, то составление плана решения задачи не будет затрудни​тельным. Так, в примере 1, рассмотренном выше, родственной зада​чей является задача о диагонали прямоугольника.
Но далеко не всегда известна задача, родственная решаемой. В этом случае может помочь в составлении плана решения совет.
б)   Подумайте, известна ли вам задача,   к которой мож​но   свести   решаемую.   Если такая задача известна решаю[image: image732.jpg]05x

Puc. 38

05%



щему, то путь составления плана решения данной задачи очевиден: свести решаемую задачу к решенной ранее. Так, в примере 1 задача сводится к нахождению гипотенузы прямоугольного  треугольника    (рис. 39).
в) Может оказаться, что родственная за​дача неизвестна решающему и он не может свести данную задачу к какой-либо извест​ной. План же сразу  составить   не удается.
Стоит воспользоваться советом: «Попытайтесь сформулировать зада​чу иначе». Иными словами, попытайтесь перефразировать задачу, не меняя ее математического содержания.
Пример 3. Докажите, что для любых натуральных значений n выражение[image: image507.png]


имеет четное числовое значение.
Если формулировка задачи не подсказывает путь решения, можно переформулировать задачу: «Докажите, что выражение можно раз​ложить на множители, из которых хотя бы один (при натуральных числовых значениях[image: image508.png]n)



делится на два».
При переформулировании задачи пользуются либо определения​ми данных в ней математических понятий (заменяют термины их оп​ределениями), либо их признаками (точнее сказать, достаточными условиями). Надо отметить, что способность учащегося переформули​ровать текст задачи является показателем понимания математического содержания задачи.
Некоторые авторы относят к переформулировке задачи и перевод ее на язык математики, т. е. язык алгебры, геометрии или анализа. Это, скорее, формализация задачи, «математизация» ее. К такому приему и приходится часто прибегать при решении многих текстовых задач.
г)  Составляя план решения задачи, всегда следует задавать себе (или решающему задачу ученику) вопрос:    «Все ли   данные задачи использованы?»   Выявление   неучтенных   данных   задачи    облегчает составление плана ее решения.
д)  При составлении плана   задачи   иногда   бывает  полезно следо​вать   совету:   «Попытайтесь   преобразовать   искомые   или  данные». Часто преобразование искомых или данных способствует более   бы​строму составлению плана решения. При этом искомые преобразуют так, чтобы они приблизились к данным, а данные — так, чтобы они приблизились к искомым. Так, при каждом  случае тождественных преобразований   данные   преобразуются,   постепенно   приближаясь к результату (искомому). Аналогично уравнение, систему уравнений, неравенство  или  систему неравенств  преобразуют в  равносильные, чтобы найти их корни или множество решений.
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е)  Нередко случается так, что, следуя указанным выше советам, решающий задачу все же не может составить план ее решения. Тогда может помочь еще один совет: «Попробуйте решить лишь часть зада​чи», т. е. попробуйте сначала удовлетворить лишь части условий, с тем чтобы далее искать способ удовлетворить оставшимся условиям задачи.
Пример 4. В данный треугольник впи​шите квадрат так, чтобы две вершины его ле​жали по одной на двух сторонах треугольника, а две другие вершины квадрата лежали на третьей стороне треугольника.
Попробуем удовлетворить сначала части условий задачи: построим треугольник и впишем в него квадрат так, чтобы две его вершины лежали на одной стороне треуголь​ника, а третья— на другой   (рис.  40).
Таких квадратов можно построить бесконечно много. Очевидно, что все эти квадраты будут гомотетичны с центром гомотетии в вер​шине А треугольника (в выбранном нами варианте). Следовательно, четвертая вершина должна лежать на пересечении прямой, проходя​щей через точку А и вершину построенного квадрата, и стороны ВС данного треугольника. План решения задачи очевиден.
Совет: «Попробуйте решить лишь часть задачи» — можно расши​рить, развить до совета: «Расчлените задачу на более простые задачи». Так поступают при решении текстовых задач арифметическим спосо​бом (при решении задач «по вопросам» ответ на каждый поставленный вопрос решает фактически одну простую задачу), при решении не​которых конструктивных задач геометрии, задач на составление си​стем уравнений и неравенств (для составления каждого уравнения или неравенства фактически решают одну из более простых задач, на которые расчленяется данная задача).
ж) Нередко в составлении плана решения задачи помогает ответ на вопрос: «Для какого частного случая возможно достаточно быстро решить эту задачу?» Обнаружив такой частный случай, решающий ставит перед собой новую цель — воспользоваться решением задачи в найденном частном случае для более общего (но, может быть, не самого общего) случая. Так можно поступить, постепенно обобщая задачу до исходной, решаемой задачи. Предполагаемый вариант рас​суждений — явное применение полной индукции. Итак, совет: «Рас​смотрите частные случаи задачной ситуации, решите задачу для ка​кого-нибудь частного случая, примените индуктивные рассуждения».
Пример 5. Докажите, что сумма расстояний от любой внут​ренней точки М правильного треугольника до его сторон постоянна.
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На рисунке 41 приведена схема рассуждений по индукции. Про​стейший частный случай, при котором задача решается тривиально, тот, когда точка М является вершиной треугольника: расстояния от двух сторон равны 0 (рис. 41, а). Более общий случай — точка М лежит на одной из сторон (рис. 41, б). Проведя [image: image510.png]


 получаем вспомогательный равносторонний[image: image511.png]


 в котором М — вершина.
Решение ясно из чертежа. И последний случай — точка М — произ​вольная точка внутри [image: image512.png]


(рис. 41, б). Проведя через точку М [image: image513.png]C' || AC,



 сводим  задачу  к  предыдущему  случаю. План  решения очевиден.
3)   Реализация плана решения задачи (3-й этап).   План указывает лишь общий контур решения задачи. При реализации плана решаю​щий задачу рассматривает все детали, которые вписываются в этот контур. Эти детали надо рассматривать тщательно и терпеливо. Но при этом ученику (решающему задачу) полезно следовать некоторым советам:
а)   Проверяйте каждый свой шаг,  убеждайтесь, что он совершен правильно. Иными словами, нужно доказывать правильность каждого шага ссылками на соответствующие, известные ранее математические факты, предложения.
б)   При реализации плана поможет и совет: «Замените термины и символы их  определениями». Так, термин «параллелограмм» заменя​ется его определением: «Четырехугольник, у которого- противополож​ные стороны попарно параллельны», термин «предел числовой после​довательности»    для доказательства,  например, того предложения, что  предел  суммы двух  последовательностей,   имеющих   пределы, равен сумме пределов этих последовательностей, можно заменить, и вполне успешно, его определением.
в) При решении некоторых задач помогает совет: «Воспользуйтесь свойствами  данных  в  условии  объектов».
Пример 6. Докажите, что в параллелограмме противополож​ные углы равны.
При решении можно исходить из определения параллелограмма (второй совет), а можно воспользоваться одним из его свойств, на​пример параллельностью и равенством двух противоположных сторон (третий совет).
4)  Анализ  и проверка правильности решения задачи (4-й этап). Даже очень хорошие ученики, получив ответ и тщательно изложив ход решения, считают задачу решенной.   А ведь получение резуль​тата не означает еще, что задача решена правильно. Тем более не оз​начает, что для решения выбран лучший, наиболее удачный, изящ​ный, если можно так выразиться, вариант. По В. М. Брадису [3], задачу можно считать решенной,  если найденное решение:   1) без​ошибочно, 2) обоснованно, 3) имеет исчерпывающий характер. По​этому анализ решения задачи, проверка решения и    достоверности результата должны быть этапом решения задачи.
Итак, два совета: «Проверьте результат», «Проверьте ход решения».
Проверка результата может производиться различными способами.
Проверяя правильность хода решения,, мы тем самым убеждаемся и в
правильности результата. Значит, надо выполнить совет: «Проверьте все узловые пункты решения», еще раз убедитесь в истинности про​веденных рассуждений.
Второй способ проверки результата заключается в получении того же результата применением другого метода решения задачи, поэтому полезно всегда задавать решающему вопрос: «Нельзя ли тот же результат получить иначе?» Иными словами, стоит последовать совету: «Решите задачу другим способом». Если при решении задачи другим способом получен тот же результат, что и в первом случае, задачу можно считать решенной правильно. К тому же получение различных вариантов решения одной и той же задачи имеет важное обучающее значение.
Изложенные выше советы для решения задач позволяют решать многие задачи, но, разумеется, не могут служить рецептом для реше​ния любой задачи. Эти советы, многие из которых сформулировал Д. Пойа [17], правильно ориентируют решающего задачи на поиск решения, сокращают время решения многих задач, повышают вероят​ность отыскания верного и рационального способа решения задач. Единого же рецепта для решения любых задач попросту не сущест​вует.
5)    От общих советов к частным. Начинать надо с общих вопросов, с общих советов, т. е. именно с тех, которые были приведены выше. Может оказаться, что. общие вопросы не окажут помощи какому-то ученику. Тогда надо обратиться  к дополнительным,  более частным вопросам,  так   чтобы дойти до вопросов,  соответствующих уровню развития и математической подготовке ученика. Переходить к част​ным, конкретным вопросам надо постепенно, чтобы на долю ученика досталась наибольшая часть работы по решению задачи.
Задавая более частные дополнительные вопросы, нужно учиты​вать следующее: вопросы должны быть такими, чтобы они направ​ляли мысль ученика в нужную сторону, заставляя его активно мыс​лить над решением задачи. Разумеется, предлагая вопросы ученикам, надо предоставить время на обдумывание ответов на эти вопросы.
6)    Пример  применения  рекомендуемых советов  и  вопросов  при решении задачи. Задач а.   Три пункта А, В, С соединены прямо​линейными дорогами.   К отрезку дороги АВ  примыкает квадратное поле со стороной, длина которой равна половине длины АВ, к отрезку дороги ВС примыкает квадратное поле, длина стороны которого рав​на ВС, а к отрезку дороги АС примыкает прямоугольный участок леса длиной, равной АС, и шириной 4 км. Площадь леса на 20 км2 больше суммы площадей квадратных полей. Найдите площадь леса.
Усвоение содержания задачи. 1) Ознакомившись с задачей, начинаем работу над усвоением ее содержания.
2)Выделим данные: даны пункты А, В, С, поля площадью[image: image514.png](0,5AB)?
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 лес площадью 4АС.   Известно,   что площадь  леса   на 20[image: image516.png]KM’



 больше суммы площадей полей.
Искомой является площадь леса, точнее, его длина АС.
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3)  Полезно выполнить чертеж (рис. 42). 4) Введем обозначения АВ=х, ВС = у, АС = z.
Последнее можно считать окон​чанием работы над усвоением со​держания задачи и началом состав​ления плана решения задачи.
Составление плана решения задачи. Мы уже установили часть связей между данными  и искомыми. Теперь эту связь можно записать в виде уравнения
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Если подобные задачи ранее не решались (нет возможности следовать первому совету), надо попытаться свести задачу к решенным ранее (выполнить второй совет). Но память не может быстро подсказать задачу, к которой можно было бы свести данную. Остается одно: попробовать свести решение задачи к решению  уравнения (1).
При первом взгляде уравнение (1) кажется неопределенным (дей​ствительно, в нем 3 переменных), а задача — не имеющей решения. Однако не стоит спешить с выводами. Последуем четвертому совету и зададим себе вопрос: «Все ли данные задачи использованы?» Иными словами: «Не содержит ли условие задачи неявно заданных связей между искомыми и данными?»
Внимательное исследование условия («Распознать... объекты, ко​торые помогут решению задачи») позволяет установить еще связи между данными и искомыми: х, у, z — длины сторон треугольника ABC, они удовлетворяют аксиоме треугольника. Поэтому
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Внимательное и вдумчивое рассмотрение этого неравенства по​зволяет «распознать» скрытые в нем квадраты двучленов. Итак, план решения составлен.
Реализация плана. Перенесем все переменные в одну (правую) часть неравенства, получим неположительный многочлен. Но
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Так как сумма квадратов не может быть отрицательной, то получаем эквивалентное системе (2) уравнение[image: image520.png](2
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Отсюда[image: image521.png]
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 или х — 8 и у — 2.  Но тогда z = 10 из уравнения (1), а площадь леса 4 •10= = 40[image: image523.png](km?).
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Проверка          решения.
1) Подстановкой в   уравнение   (1) устанавливается, что найденные зна​чения х, у, z являются его решением.
2)  Можно вычислить  площади заданных в условии квадратных полей и сравнить их с площадью леса:[image: image524.png]0,5 AB)* = 16 (km®), BC? =
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4AС = 20 =[image: image526.png](0,54B)* 4 BC*.



 Последнее соответствует условию задачи.
3)  Остается   установить  геометрический   смысл   результата.   По​скольку х, у, z — длины сторон треугольника и х + у = z, то этот треугольник вырождается  в отрезок прямой,  т.  е.  точки  (пункты) А, В, С-"лежат на одной прямой. Геометрическая иллюстрация усло​вия задачи в отличие от рисунка 42 должна быть следующей (рис. 43).
Начиная решать задачу, мы не могли выполнить такой чертеж, так как истинную связь переменных х, у, г выявили в процессе реше​ния задачи.
§ 5. ОРГАНИЗАЦИЯ ОБУЧЕНИЯ РЕШЕНИЮ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

5.1. Фронтальное решение задач. Под фронтальным решением задач обычно понимают решение одной и той же задачи всеми учени​ками класса в одно и то же время. Организация фронтального реше​ния задач может быть различной.
1) Устное фронтальное решение задач наиболее распространено в IV—VII классах, несколько реже, хотя и находит применение, в старших классах средней школы. Это прежде всего выполняемые устно упражнения в вычислениях или тождественных преобразова​ниях и задачи-вопросы, истинность ответов на которые подтверж​дается устными доказательствами (см. 2, 1). В настоящее время учителя математики IV—VII классов почти на каждом уроке проводят «пятиминутки» устных упражнений. К сожалению, часто этим и огра​ничивается выполнение устных упражнений. А надо отметить, что одной из задач обучения математике является обучение быстрым уст​ным вычислениям. Решения этой задачи надо добиваться на всех этапах обучения, поэтому там, где это возможно (а не только на «пя​тиминутках» устного счета), вычисления следует выполнять устно. Если ученики научатся устно выполнять вычисления и несложные преобразования, то на уроках математики, физики, химии освободит​ся значительная часть времени, которое сейчас расходуется на нера​циональное выполнение вычислений и выкладок.
При организации устных фронтальных упражнений следует учесть, что  использование табличек,  таблиц,   кодоскопа  и других средств представления учащимся устной задачи значительно экономит время устных упражнений и оживляет уроки математики.
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Таблички изготавливает обычно учитель или отдельные ученики по его заданию. На рисунке 44 приводятся примеры табличек с зада​ниями для устных вычислений при изучении умножения дробных и целых чисел (удобные размеры табличек 300 х 150 мм).
Таблицы для устных упражнений могут иметь различную форму и применяются неоднократно с различными заданиями. Приведенная на рисунке 45 таблица может быть использована для организации устных упражнений при изучении различных действий с рациональ​ными числами, для закрепления понятий об обратных и противопо​ложных числах.
Как таблички, так и таблицы могут быть изображены на пленке и спроецированы на экран или доску через кодоскоп. Изготовление табличек и таблиц — более трудоемкое дело, чем транспарантов (кодопозитивов), а результаты использования практически равноценны.
2) Письменное решение задач с записью на классной доске. В практике обучения немало таких ситуаций, в которых удобнее, чтобы одну и ту же задачу решали все ученики класса одновременно с решением этой же задачи на доске. При этом задачу на доске может решать либо учитель,, либо ученик по указанию учителя. Наиболее часто такую организацию решения задач на уроках математики при​меняют: а) при решении первых после показа учителем задач по озна​комлению с новыми понятиями и методами; б) при решении задач, самостоятельно с которыми могут справиться не все ученики класса; в) при рассмотрении различных вариантов решения одной и той же задачи — для сравнения и выбора лучшего варианта; г) при разборе [image: image736.jpg]Puc. 42




ошибок, допущенных несколькими уче​никами класса при самостоятельном ре​шении задачи и т. д. Во всех этих случа​ях бывает полезно и коллективное ре​шение (или коллективный разбор реше​ния задач).
Рассмотрим подробнее, как можно провести сравнение различных вариан​тов решения задачи. Учитель может при фронтальном устном анализе усло​вия задачи наметить вместе с ученика​ми несколько вариантов решения зада​чи. Некоторые из них как нерацио​нальные могут быть сразу отвергнуты. Другие   же   неотвергнутые    варианты для лучшего рассмотрения, оценки и сравнения стоит записать на доске. В этих целях можно сразу вызвать двух-трех учеников к доске для одновременного решения задачи разными способами (если по​зволяют размеры доски). Надо только учесть, что руководство реше​нием задачи в этом случае требует некоторого мастерства от учителя: необходимо правильно распределить свое внимание между учащими​ся, решающими задачу у доски, и остальными учениками класса. Нужно также предусмотреть, чтобы внимание учащихся класса, ре​шающих задачу, не рассеивалось действиями учеников у доски. Мож​но варианты решения воспроизводить на доске поочередно, но это займет больше времени. Для ускорения работы учитель может сам быстро выполнить на доске необходимые записи некоторых вариантов решения. Возможно также использовать кодоскоп, с помощью кото​рого можно воспроизводить заготовленные заранее записи других решений задачи.
3) Письменное самостоятельное решение задач. Наиболее эффек​тивной является такая организация решения математических задач, при которой ученики обучаются творчески думать, самостоятельно разбираться в различных вопросах теории и приложений математики. Самостоятельное решение учащимися задач на уроках математики имеет многие преимущества.
Во-первых, оно значительно повышает учебную активность уча​щихся, возбуждает их интерес к решению задач, стимулирует творче​скую инициативу. Таким образом, повышается эффективность урока. Самостоятельное решение задач развивает мыслительную деятель​ность учащихся, а в этом заключается одно из основных назначений задач и упражнений на уроках математики. Во-вторых, не имея возможности копировать решение задачи с доски, ученик вынужден сам разбираться в решении задачи, а потому и лучше готовиться к урокам математики. В-третьих, самостоятельное решение математи​ческих задач часто сокращает время, необходимое для опроса уча​щихся на уроках математики, так как оценивать успехи учащихся в некоторых случаях можно и по итогам самостоятельного решения задач. В-четвертых, учитель получает возможность направлять ин​дивидуальную работу учеников по решению задачи, предотвращать ошибки, указывать пути их исправления.
Допустимы различные формы организации самостоятельного реше​ния задач учащимися.
Некоторые учителя так организуют самостоятельные работы по решению задач на уроках математики: учитель подбирает задачи; в процессе работы учитель помогает некоторым ученикам советом, как лучше их решить, другим он советует обратиться к учебнику, третьи справляются с работой без помощи учителя. Учитель все вре​мя наблюдает за работой учеников, отмечая, кому из учеников и в чем он помог. Затем самостоятельная работа проверяется и оцени​вается с учетом степени самостоятельности ученика. При такой орга​низации самостоятельной работы осуществляется и обучение, и конт​роль знаний по изучаемому разделу математики.
Чаще всего учитель заранее предопределяет цели самостоятельных работ по решению задач. Такие работы могут быть обучающими новым знаниям, умениям и навыкам, могут быть предназначены для закрепления изученного и тренировки в применении теоретических сведений, могут быть предложены с целью проверки подготовленности учащихся по изученным вопросам. На обучающих самостоятельных работах по решению математических задач учитель может оказывать помощь отдельным учащимся, а может предложить самостоятельное решение задачи после предварительного ее анализа и составления плана решения.
Существуют и такие формы самостоятельных обучающих работ по математике, при выполнении которых учащиеся самостоятельно изучают небольшой теоретический материал, разбирают образцы решения задач, предложенные учителем, самостоятельно решают аналогичные задачи.
Для лучшего проведения самостоятельных работ учащихся по решению математических задач полезно перед началом такой работы проводить инструктаж, в котором четко указать, что должны выпол​нить учащиеся в такой работе, каков порядок ее выполнения, сроки и пр. Желательно после проверки правильности самостоятельных решений проанализировать с учащимися результаты такой работы. Это возможно на следующих уроках или на консультациях.
4) Комментирование решения математических задач. Комменти​рование решения задач заключается в следующем: все ученики са​мостоятельно решают одну и ту же задачу, а один из них последова​тельно поясняет (комментирует) решение. Некоторые учителя пре​вращают комментирование в запись под диктовку: один ученик вос​производит голосом все, что он записывает в тетрадь (без каких-либо пояснений), а все остальные поспешно записывают сказанное им. Ясно, что такое применение комментирования не приносит должной пользы.
Комментирование обозначает объяснение, толкование чего-ни​будь. Именно так и следует понимать комментирование при решении математических задач. Ученик-комментатор объясняет, на каком ос​новании он выполняет то или иное преобразование, проводит то или иное рассуждение, построение. При этом каждый шаг в решении за​дачи должен быть оправдан ссылкой на известные математические предложения. Вот пример комментирования:
«4. Доказать, что сумма трех последовательных натуральных чисел не может быть простым числом.
Обозначим первое из этих чисел буквой[image: image528.png]


Тогда два следующих за ним числа запишутся [image: image529.png]n+l,n+2,



так как второе на 1, а третье на 2 больше первого числа. Запишем сумму этих трех чисел и преобразуем ее. Сначала раскрываем скобки, применяя сочетательный закон сло​жения. Затем приводим подобные члены. Вынося общий множитель (по распределительному закону), получаем результат.
Полученное выражение есть произведение двух множителей 3 и[image: image530.png]


а потому оно не может быть простым числом ни при каких натуральных значениях[image: image531.png]



Такое комментирование приносит явную пользу при решении задач. Учащиеся, даже недостаточно подготовленные по математике, услышав объяснение следующего этапа в задаче, постараются выполнить его самостоятельно. Правда, такое объяснение требует от учеников не только формального решения задачи, но, что очень важно, и понима​ния существа выполняемого преобразования, активной работы мысли. Но    ведь   этого   и следует добиваться при решении задач.
5.2. Индивидуальное решение задач.
1)  Необходимость индивидуального подхода при организации обу​чения решению задач.  Фронтальное решение учебных математиче​ских задач не всегда приводит к желаемым результатам в обучении математике. При фронтальной работе все ученики класса решают одну и ту же задачу. Для одних учащихся эта задача может оказаться очень легкой, и они при решении такой задачи практически не почерпнут ничего нового. У других, наоборот, задача может вызвать серьезное затруднение. Поэтому необходим учет индивидуальных особенностей учащихся и в связи с этим индивидуальный подбор задач. Задачи следует подбирать и систематизировать так, чтобы, с одной стороны, учитывались возможности и способности ученика, с другой стороны, его способности развивались бы.
Задача учителя заключается, следовательно, в том, чтобы выяс​нить подготовку, возможности и способности к изучению математики каждого ученика класса и в соответствии с этим организовать решение математических задач. Стоит подчеркнуть эту мысль. Мысль об инди​видуализации учебных математических задач по силам и возможно​стям учащихся. Это позволяет овладеть необходимыми умениями и навыками слабым ученикам и в значительной степени совершенство​ваться более сильным.
2)  Индивидуализация    самостоятельных работ учащихся  по ре​шению задач. В условиях, когда все ученики самостоятельно решают одну и ту же задачу, учитель может учитывать индивидуальные осо​бенности учащихся лишь при оказании им помощи в решении задачи, при   проверке   выполненной   работы.   При    этом     не    полностью учитываются   возможности  учащихся.    Для   более, полного    учета способностей   и   математической   подготовки   учащихся,   использо​вания их возможностей необходимо предлагать для самостоятельного решения учащихся не одинаковые, а различные задачи с учетом инди​видуальных особенностей ученика. Но поскольку в классе есть при​мерно равные по успехам в математике ученики, то можно подбирать задачи не для каждого ученика в отдельности (это было бы затрудни​тельно для учителя), а для отдельных групп школьников класса. В этих целях полезно использовать издающиеся теперь «Дидактические материалы  по  алгебре»,   «Дидактические материалы  по  геометрии» для различных классов (см. § 2 гл. VII). При такой постановке обуче​ния слабые ученики, справившись самостоятельно или  при   помощи учителя с простейшими задачами, обретают веру в свои силы. Сильные же учащиеся имеют возможность совершенствовать свои способности и познания в математике.
Разумеется, подбор индивидуальных заданий преследует цель для каждой выбранной учителем группы учащихся составить систему задач. Желательно, чтобы учащиеся не знали о том, кого из них в ка​кую группу определил учитель. Эти группы не должны иметь постоян​ного состава: по мере овладения необходимыми знаниями учащиеся «переводятся» из группы для менее подготовленных в другую — для более подготовленных.
3)   Индивидуализация самостоятельных работ учащихся по устра​нению  пробелов  в  знаниях математики.   Исключительное  значение приобретают самостоятельные работы учеников по устранению про​белов в знаниях математики. Такие пробелы могут быть выявлены с помощью проверочных и контрольных работ, а также при решении задач на уроке или дома. Ученикам, работающим над устранением пробелов в своих знаниях по математике, надо указать в тетради допу​щенные ошибки. При этом сильным ученикам достаточно подчеркнуть неверный результат, а ошибку такой ученик найдет сам. Одним уче​никам полезно подчеркнуть допущенные ошибки, а некоторым, наи​более слабо подготовленным, исправить. В тетрадях указываются раз​делы учебника, которые ученик обязан восстановить в своей памяти, и выписываются задачи (можно указать номера задач из задачников или учебников), которые надлежит ученику решить, чтобы восполнить имеющийся пробел в знаниях и умениях. Конечно, задачи подбирают​ся с учетом причин, вызвавших ошибку. Дело в том, что одна и та же ошибка может быть допущена по различным причинам и устранять надо не ошибку, а причину, ее породившую. Такая организация реше​ния задач по ликвидации пробелов в знаниях школьников приносит большую пользу, чем фронтальные работы над ошибками. При этом учитываются как индивидуальные особенности учащихся, так и ха​рактер изучаемого материала.
4)  Домашнее решение  задач учащимися.   Содержание  задач  и упражнений, предлагаемых для домашней работы учащихся, должно быть подготовлено предшествующей работой на уроке. Это не озна​чает, что для домашнего решения должны предлагаться лишь задачи, аналогичные решенным в классе. Такие домашние задания мало помо​гают усвоению математики. Решая домашние задачи «как в классе», ученики в лучшем случае прибегают к аналогии, а одной аналогии для обучения решению задач недостаточно. При такой работе ученики, как правило,  сначала решают задачи  (выполняют письменное задание), а затем читают учебник по математике. Порядок же должен быть иной: сначала повторение по учебнику теоретических сведений, затем реше​ние   задач.
Домашнее задание имеет целью не только повторение изученного на уроке, но и дальнейшее совершенствование математических зна​ний, умений и навыков. С учетом этого оно и должно быть составлено. Учитель дает необходимые указания по решению домашних задач, однако не устраняет всех трудностей, которые должны преодолеть учащиеся в процессе решения домашних задач. Ученики, решая за​дачи самостоятельно дома, обязаны проявлять свою инициативу, сме​калку и настойчивость, мобилизовать для решения задач свои знания.
Домашние задания по решению задач целесообразно связывать с углублением и уточнением изученного, с открытием каких-то новых его  сторон.
Поскольку ученики обычно имеют индивидуальные особенности, различную подготовку по математике, следует индивидуализировать домашние задания по решению математических задач. При этом надо учитывать многие факторы: ученики при решении домашних задач должны устранить пробелы в знаниях (у кого они имеются), закрепить приобретенные на уроке знания, совершенствовать их. Через индиви​дуальные домашние задания (параллельно с работой на уроке) можно выявить наклонности отдельных учащихся, воспитывать у них увле​чение математикой. Посильные же задания для слабых и отстающих учащихся помогут им преодолеть многие трудности в обучении реше​нию задач. Надо заметить, что ученики с особым желанием решают задачи, предложенные им в индивидуальном порядке. Такие задания можно заготовить на специальных карточках.
5.3. Заключительный этап в решении учебной математической задачи. Для учебных задач особое значение имеет не получение от​вета, а процесс нахождения его, процесс переработки входной инфор​мации в выходную. Ответ особенно существен для задач, которые че​ловеку приходится решать в практической деятельности, для учебной же задачи на первом месте стоят поиски решения, осуществление его и познавательные выводы из проделанной работы. Поэтому необходим заключительный  этап   работы   над  учебной   задачей.
Основным содержанием его должно быть осмысление выполнен​ного решения, формулирование и решение других задач (если оказы​вается возможным), явно связанных с первой, порождаемых ею, и извлечение из всей проделанной работы выводов о том, как находятся и выполняются решения. Схема этого этапа работы над учебной зада​чей изображена на рисунке 46.
1) Необходимость обсуждения задачи и ее решения вытекает из основного назначения учебных математических задач. При обсужде​нии решения задачи нужно остановиться  на следующих   вопросах:
а) Более полное использование условия задачи. При решении многих задач следует стремиться к достаточ​но полному использованию содержащейся в них входной информации. Практически это означает, что по одному и тому же условию полезно
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решать не одну, а несколько задач, целью которых является получе​ние различных результатов. Значит, многие задачи должны явно со​держать несколько вопросов. В противном случае целесообразно зада​вать и дополнительный вопрос: «Что еще можно узнать из условия за​дачи?»                                                                                                     
Пример 1. Сосуд с 2,5 л некоторой жидкости имеет массу 2,8 кг. Тот же сосуд с 3,5 л жидкости имеет массу 3,6 кг. Найдите мас​су пустого сосуда (решите графически).
Из условия этой задачи можно извлечь значительно больше того, что требуется в заключении. Например, узнать: а) плотность жидко​сти, б) массу сосуда с 2 л, 3 л и т. д. той же жидкости, в) объем со​держащейся в сосуде жидкости при заданной массе сосуда с жидко​стью и др. Если же дополнить условие задачи, то могут быть поставле​ны и другие вопросы: г) Какую массу (или объем) данной жидкости может вместить этот сосуд? д) Какова масса сосуда, до краев наполненного жидкостью? И др.
Можно сделать вывод, что в методическом отношении гораздо полезней многовопросные задачи. Действительно, многовопросность развивает основательность мышления. Она при​учает школьников к установлению многосторонних связей в рассмат​риваемых ситуациях. Многовопросные задачи позволяют более эко​номно использовать время, отведенное для решения задач на уроках математики, так как на усвоение содержания задачи при этом расхо​дуется гораздо меньше времени, чем при решении нескольких различ​ных по условию одновопросных задач.
б) Обсуждение работы по поиску решения. Основная трудность при решении математической задачи состоит в нахождении решения, а не в осуществлении его. Поэтому оказывается необходимым выявление идеи (главной мысли), положенной в основу решения (как эта идея возникла? Что помогло найти решение?), ина​че говоря, нуждается в обсуждении подход к решению задачи, поиск решения.
Приступая к решению задачи, ищут прежде всего ведущую идею (принцип), из которой следует исходить. Если такая идея найдена, то дальнейшее решение представляет собой ее конкретизацию, воплоще​ние. Но может случиться так, что найденная идея не обеспечивает до​стижения цели. Тогда ищут иные идеи, подходящие для данной задачи, и испытывают их. Вот эти поиски и отбор идей, из которых можно ис​ходить при решении задач, наверное, и составляют основную трудность решения. Поэтому важно учесть и использовать факторы, помогающие этим поискам, и преодолеть факторы, мешающие им.
Чтобы иметь возможность выбрать идею решения задачи, нужно располагать достаточным запасом таких едей. Этот запас и создается в практике решения задач (при обсуждении решений). Успешные дей​ствия при решении подкрепляются, и добытая ценная информация фик​сируется в долговременной памяти. Так накапливается хороший опыт решения задач.
Нужно учить школьников пользоваться запасом ведущих идей для решения разнообразных задач, учить выбирать и применять нужную идею. Многие из таких идей были высказаны в § 4.3 в качестве советов и вопросов решающему задачу. После решения задачи полезно еще раз обратить внимание учащихся на такие идеи, приводящие к удачному решению задачи.
в) Выявление связей с ранее решенными за​дачами. При решении математических задач (см. § 4.3) часто ис​пользуются методы и результаты решения предшествующих задач. Именно поэтому полезно выявление связей рассматриваемой задачи с решенными ранее. Но не только поэтому. Сравнивая задачу с решен​ными ранее сходными задачами, ученики выявляют их общие и различ​ные черты, лучше усваивают идею решения данной задачи, глубже по​знают метод решения класса сходных задач и таким образом готовятся к решению следующих задач.
2)  Вторая   часть   заключительного этапа  в  решении  задачи — поиски и осуществление новых способов ее решения, их сравнение и выбор лучшего варианта решения. Об этом уже говорилось в настоя​щей главе (см. п. 2.2).
Стоит только отметить, что более эффективного пути для воспи​тания гибкости математического мышления и находчивости, чем путь поисков различных решений задач, пожалуй, нет.
3)  Третья   составная часть заключительного этапа работы с за​дачей— формулирование и решение некоторых других задач,   «поро​жденных» разобранной. Мы имеем здесь в виду обобщения и специа​лизации исходной задачи, а также получение других задач из данной в результате частичного изменения ее условия.
Это могут быть задачи, в которых часть данных исходной задачи принимается за искомое, а некоторые искомые считаются данными; задачи, полученные заменой одних объектов другими (без изменения искомых) и т. д. Так возникают задачи, обратные данным, суперпози​ции задач, серии задач с различными данными, приводящими к одно​му результату, и т. п. Эту часть заключительного этапа можно назвать развитием темы задачи. Трудно переоценить значение развития темы задачи для воспитания математического мышления учащихся, разви​тия познавательных способностей, формирования личности ученика. Очень полезно развитие темы задачи и в практическом отношении, так как изменения, обобщения и специализации задач воспитывают твор​ческое отношение к тем задачам, которые ставит перед нами жизнь, делают наше мышление инициативным и более оперативным. В ме​тодическом отношении развитие темы задачи особенно ценно тем, что приучает учащихся к переконструированию задач, а это, как известно, основной прием поиска решений.  

Приведем примеры развития темы задачи.
Пример 2. Не изменяя основания, преобразуйте данный па​раллелограмм в равновеликий ему параллелограмм.
Эту задачу можно специализировать, например, так: а) Дан парал​лелограмм. Постройте ромб, равновеликий данному параллелограмму и имеющий своей стороной основание этого параллелограмма, б) По​стройте прямоугольник, равновеликий данному параллелограмму и имеющий то же самое основание.
Пример 3. Периметр прямоугольника 2 р. Каким должен быть этот прямоугольник, чтобы площадь его была наибольшей? Обращенной задачей по отношению к данной будет такая:
Площадь прямоугольника S. Каким должен быть этот прямоуголь​ник, чтобы периметр его был наименьшим?
Пример 4. Задача: «Восстановите равнобедренный треуголь​ник по одной из его вершин и основаниям двух высот» — допускает следующие изменения: а) восстановите равнобедренный треугольник по двум его вершинам и основанию одной из высот, б) восстановите равнобедренный треугольник но основаниям двух высот, лежащим на его боковых сторонах, и двум отличным от вершин точкам основания треугольника, в) восстановите равнобедренный треугольник по осно​ваниям трех его высот, г) восстановите треугольник по основаниям трех его высот.
Изменения этой задачи ведут к обобщению как задачи, так и метода ее решения.
Пример 5.   Вычислите[image: image533.png]a i
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Развитие темы задачи можно связать с ее усложнением:
а)  упростите первообразную[image: image534.png]a
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б)   найдите множество значений а, при которых[image: image535.png]-4
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Развитие темы задачи в качестве заключительного этапа работы с ней особенно ценно при творческом подходе учителя к обучению реше​нию задач.
4) По отношению к некоторым задачам с ярко выраженными особенностями (по содержанию и приемам решения) следует говорить и о четвертой части заключительного этапа. Мы имеем в виду прежде всего поучительные выводы (фиксации) из проделанной работы о том, как в подобных случаях находится и осуществляется решение, а также какие особенности задач подсказывают прием решения.
К этой части следует отнести и систематизацию различных возмож​ных подходов к задачам определенного содержания. В ходе работы по решению серии связанных между собой задач наступает момент, когда оказывается очень полезным подвести итоги проделанной ра​боты, систематизировать приемы решений, полнее выявить возмож​ности для осуществления решений задач рассматриваемого вида и сходных с ними.
Разъясним сказанное.
Пример 6. В задачах на арифметическую прогрессию прихо​дится иметь дело с пятью основными компонентами: [image: image536.png]a



— первый член, d — разность, п — число членов, [image: image537.png]


член и [image: image538.png]


— сумма первых п членов. Между ними установлены два основных отношения:
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Значит, каждый раз дол​жны задаваться три компоненты из пяти, а две оставшиеся могут быть
вычислены. Поэтому возможные типы задач определяются   данными:
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Нетрудно сообразить, что третий и седьмой типы приводят к квадрат​ному уравнению, а все остальные — к уравнениям первой степени. Учителю останется отметить, что если в условии задачи на арифмети​ческую прогрессию фигурируют не только основные компоненты, но и другие, то часто бывает полезно применять известные свойства:
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(Систематизация, подобная рассмотренной, может быть проведена и по отношению к задачам на геометрическую прогрессию.)
Ясно, что систематизирующие рассмотрения не только ценны для повторения теории и решения задач, но и имеют еще и явно выраженный исследовательский характер, содержат элементы творчества. Суще​ственно, наконец, что они являются верным средством установления связей между различными математическими вопросами.
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Глава VI ОРГАНИЗАЦИЯ ОБУЧЕНИЯ   МАТЕМАТИКЕ

Помимо анализа содержания курса школьной математики, в зада​чи методики математики входит исследование и описание значитель​ного количества вопросов, связанных с обучением математике. В числе этих вопросов одно из самых существенных мест занимает вопрос об организации обучения математике, рассмотрение которого с раз​личных сторон является основной темой данной главы. Наибольшее внимание в ней отводится описанию наиболее распространенной орга​низационной формы обучения — уроку. Рассматриваются различные виды уроков, выясняются основные их функции в процессе обучения математике, анализируются возможности использования различных методов обучения при проведении уроков каждого типа. В соответст​вии с базисной установкой советской педагогики на формирование интереса к учению рассматриваются организационные приемы акти​визации процесса обучения и повышения заинтересованности в нем учеников. С этих позиций описаны вопросы организации домашней работы учеников и различных видов контроля. В данной главе кратко описываются также особенности организации процесса обучения ма​тематике в вечерних (сменных) средних общеобразовательных шко​лах и средних профтехучилищах.
§ 1. УРОК, ЕГО СТРУКТУРА. 

ОСНОВНЫЕ ТРЕБОВАНИЯ К УРОКУ.

 ТИПЫ УРОКОВ
1.1. Сущность урока математики. Основной формой организации учебно-воспитательной работы с учащимися в советской средней шко​ле является урок. Сущность его раскрывается в дидактике.
Понятие «урок» имеет характерные черты (основные характери​стики): цель, содержание, средства и методы обучения, организация учебной  деятельности.
Главную роль среди основных характеристик играют цели урока: образовательные, воспитательные и развивающие.
К образовательным целям относится формирование математических знаний, умений и навыков.
Но формировать надо не только математические, но и общеучеб​ные знания, умения и навыки, позволяющие более рационально орга​низовать обучение математике.
В единстве с обучением осуществляются цели коммунистического воспитания и развития личности школьника. 
Учебные программы по математике предусматривают решение определенных воспитательных задач. Для усиления воспитывающего влияния обучения учитель обязан тщательно анализировать воспи​тательные возможности математики и выделять воспитательную цель каждого урока.
В соответствии с целью урока отбирается содержание обучения, и прежде всего содержание урока. Поставить цель урока, рационально отобрать учебный материал учителю помогают учебные программы, учебники, методические пособия, дидактические материалы и др. Спе​цифика учебного предмета «математика» такова, что изложение мате​матического материала на уроке строится с сохранением логики рас​крытия этой темы в школьном учебнике.
Выбор оптимальных методов обучения — одна из трудных мето​дических задач. В педагогической литературе имеются рекомендации по выбору оптимальных методов обучения.
Вот одна из таких рекомендаций [22, 90]:
«Выбор метода не будет оптимальным, если избранный метод не удовлетворяет хотя бы одному из условий, от которых он зависит:
1)  цель   урока   (обучающая,   воспитывающая   и   развивающая);
2)  особенности содержания изучаемого материала (сложность, но​визна, характер);
3)  особенности  учащихся   класса  (уровень развития  мышления, уровень знаний, умений, сформированность навыков учебного труда, уровень воспитанности учащихся и др.);
4)  оснащенность  кабинета  дидактическими  материалами,  техни​ческими средствами обучения;
5)  эргономические условия (время проведения урока по расписа​нию, наполняемость класса и т. д.);
6)  индивидуальные особенности учителя (черты характера, уровень овладения тем или другим методом, его отношения с классом)».
Учебный процесс предполагает органическое единство средств, методов и приемов работы с организационными формами обучения. Каждому методу, приему обучения соответствует своя организацион​ная форма, определяющаяся отношениями между учителем и учащимися и учащихся между собой.
Учитель управляет всей учебной деятельностью на уроке, исполь​зуя при этом общие (работа со всем классом), групповые (звено, брига​да и т. д.) и индивидуальные формы ее. Указанные выше формы орга​низации учебной деятельности выступают на уроке в различных соче​таниях и последовательностях.
В современных условиях обучения достаточно четко ставится во​прос о применении таких организационных форм работы на уроке, которые обеспечивали бы эффективное приобретение не только зна​ний, умений и навыков, но и ценного опыта нравственных и коллекти​вистских отношений.
Огромная роль здесь принадлежит коллективным формам работы, которые позволяют уплотнять время урока, создают ситуации взаимо​обучения учащихся и существенно влияют на развитие личности.
1.2. О структуре урока. Рассматривая урок с точки зрения логики процесса обучения, мы придем к понятию «структура урока». В дидак​тике [17, 102] исследуется понятие «общая дидактическая структура», сущность и компоненты которой усматриваются из схемы:
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Число компонентов общей структуры неизменно — их всегда три.
Будем говорить теперь о структуре конкретного урока математики. По сути своей она остается той же, но форма ее может быть изменена в силу многих причин. Одна из таких причин — это необходимость де​тализации компонентов общей структуры.
Каждый из компонентов общей структуры слишком широк по содержанию и объему. Например, под актуализацией прежних зна​ний и способов действий понимается не только воспроизведение ранее изученных знаний и способов действий, но и их применение в новых ситуациях, стимулирование познавательной активности учащихся, проверка учителем уровня усвоения знаний и т. д.
Столь же широки два других компонента общей структуры урока.
Разукрупняя компоненты общей дидактической структуры, мы фактически получаем более конкретные шаги (этапы) процесса обуче​ния на уроке, которые могут выступать в различных последователь​ностях и взаимосвязях.
Используя понятие «структура урока математики», важно выделить из множества возможных основные   этапы урока [15]:
1.  Постановка  цели  урока  перед .учащимися.
2.  Ознакомление с  новым материалом.
3.  Закрепление нового материала: а) на уровне воспроизведения информации и способов деятельности, б) на уровне творческого при​менения и добывания знаний.
4.  Проверка   знаний,   умений   и   навыков.
5.  Систематизация и обобщение изученного материала (по теме, разделу и т.  п.).
Для каждого урока обязательным является первый этап — по​становка цели, выбор остальных обусловлен целью урока.
Общая структура урока, основная дидактическая цель которого — ознакомление учащихся с новым материалом, такова:
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Опираясь на мотивы учения, необходимо привлечь учащихся к предстоящей на уроке работе, вызвать потребность в познании, в само​контроле и самооценке своей деятельности и т. д. В течение всего уро​ка учитель изучает реакцию учащихся на все происходящее на уроке.
Мы знаем, что отдельный урок — это только одно звено в цепи других уроков по данной теме или разделу школьного курса. Но, с другой стороны, урок и даже каждый его этап — это нечто целое, законченное.
1.3. Основные требования к уроку математики. Анализ структуры урока показывает, что ведущую роль в ней играет цель урока: именно цель урока определяет его структуру, задает отношение между эта​пами урока, соподчиняет их и объединяет в единое целое.
Итак, одно из главных требований к уроку — его целенаправлен​ность.
В литературе по методике преподавания математики можно найти конкретные рекомендации по постановке общей цели урока, суть ко​торой сводится к следующему: вначале выделяется основная дидак​тическая (учебная) цель, исходя из которой выявляются возможности для установления целей воспитания и развития учащихся на уроке математики через его математическое содержание.
Целенаправленно и планомерно должно осуществляться не толь​ко обучение математике, но и воспитание на уроках математики.
Для практики обучения очень важно, чтобы цель урока, поставлен​ная учителем, была понята учеником. Осознанные учеником цель, учебная познавательная задача помогают ему действовать ак​тивно и ускоряют процесс получения результата своих действий.
Очевидно, что одна структура урока может обеспечить более ин​тересную и активную деятельность учащихся, чем другая. И надо стремиться к тому, чтобы урок оптимально обеспечивал активную по​знавательную деятельность учащихся.
Общая цель урока (единство обучения, воспитания и развития) порождает новые по содержанию и структуре уроки математики. Кратко опишем структуру двух уроков, проводимых с целью «учить учиться».
Пример 1. Учитель X. в системе уроков, проводимых в млад​ших классах с целью «учить учиться», предусматривает специальные уроки: «Как я учу уроки по математике».
В один день недели у пятиклассников было запланировано провести два урока математики. На первом уроке вводилось новое для учащихся правило сложения рациональных чисел с разными знаками и делались первые шаги по выработке умений применять полученное правило на практике. В конце первого урока пятиклассники получили задание на дом: проработать текст учебника, выполнить упражнения. Учащиеся выполняли его не дома, а на следующем уроке математики.
Учитель дает целевую установку: «Ребята, сейчас мы будем вместе выполнять домашнее задание».
Договорились о последовательности его выполнения: прежде всего необходимо проработать текст из учебного пособия, затем вы​учить правило сложения, но не путем многократного повторения его, а в процессе выполнения упражнений, проговаривая правило вначале вслух, а потом про себя.
Учащиеся с IV класса учатся читать учебную книгу по специаль​ному образцу, подробное описание которого можно найти в книге Н. И. Борисова [6].
Каждый ученик имеет в учебнике закладки — чистые полоски бу​маги, длины которых совпадают с длиной страницы, а ширина — с ши​риной ее поля. Одна такая полоска совмещается с полем читаемой страницы. Чтение текста ведется с карандашом в руках. При первом чтении на пронумерованной полоске делаются разметки прочитанного: главная мысль, например, отмечается круглыми скобками, особо важные места — восклицательным знаком или двумя вертикальными чертами и т. п. При повторном чтении ученик стремится разобрать трудные места в тексте, перечитать главные мысли, сформулировать основные вопросы и записать ответы на них в рабочей тетради и т. д.
В работе над текстом прошлого урока учащиеся отметили самое главное — правило сложения и образцы выполнения действия. Затем в соответствии с образцами, проговаривая шаги, указанные в правиле, они выполняют сложение.
Так  постепенно  учащиеся  приобретают умения  «учить уроки».
Пример 2. В старших классах возможно, исходя из допуще​ния, что ученики умеют извлекать новые знания из математической книги, построить урок так, что на первый план выступает обсуждение нового материала, который изучался учениками самостоятельно дома. Учащиеся вначале задают вопросы по самостоятельно проработанному новому материалу, показывают, как они выделяли главное, делали выводы и т. д.
Второе важное требование к уроку математики — это рациональ​ное построение его содержания. Бесспорно, что на уроке математики главным является его математическое содержание, которое должно глу​боко отражать логику данного учебного предмета и быть определяющим во всем, что делается на уроке. Именно на базе математического содержания урока формируются у учащихся три вида умений и навы​ков: математические, общеинтеллектуальные (приемы умственной дея​тельности), умения и навыки учебной деятельности.
Важно обучать учащихся не столько математическим фактам самим по себе, а приобщать учащихся к методам математики, развивать у них мышление.
Если, например, планируется познакомить учащихся на уроке с новой теоремой и ее доказательством, то на все содержание урока надо посмотреть с точки зрения обучения дедуктивным умозаключениям, общим методам доказательства и т. п. Это же математическое содер​жание учитель анализирует и с точки зрения возможностей продвиже​ния учащихся в овладении учебными действиями, например действия​ми «получение следствий» и «подведение под понятие» [33].
Обучение всем видам содержания, умений и навыков должно ве​стись  планомерно,   в  определенной  системе.
В каждом уроке важно выделить стержневую идею его математи​ческого содержания и вокруг нее сгруппировать все остальное. 

Третье требование к уроку — это оптимальный выбор средств, методов и приемов обучения и воспитания на уроке.
Большая роль в отборе средств, методов и приемов работы на уроке отводится учителю. Успех дела зависит здесь во многом от того, на​сколько глубоко проникает учитель в специфику учебного материала, насколько умело ставит учебные познавательные задачи, учитывая при этом уровень общей и математической подготовки учащихся, их личностные качества и прогнозируя результаты использования того или иного средства, метода или приема.
Выбирая средства, методы и приемы обучения, необходимо пом​нить, что нельзя их универсализировать. Ни одно из средств, ни один из методов, взятых изолированно, не смогут обеспечить достижения целен обучения.
Специфика самого предмета «математика» такова, что основным в обучении являются наглядно-вербальные средства в различных соче​таниях. Урок математики характеризуется комплексным примене​нием  наглядных  и  технических  средств обучения.
Насущные задачи самообразования усилили роль печатных средств на уроках математики. В частности, усилено внимание к работе с учебной книгой непосредственно на уроке. Об этом уже шла речь выше.
Абстрактный характер математических понятий затрудняет вос​приятие их учащимися. Одним из средств преодоления затруднений такого   рода   является   моделирование.'
В школьном курсе математики для раскрытия сущности понятий и отношений между ними используются модели различного вида: предметные, графические, знаковые и др. Среди разнообразия их важно уметь выделять главные, основные. К таким можно отнести координатную прямую, координатную плоскость и др.
В методической литературе нередко встречается термин «опора», который трактуется как вспомогательное средство обучения. Так, вышеупомянутые модели по сути своей есть также своеобразные опоры. В каждой теме школьного курса математики можно выделить различ​ного рода опоры (наглядно-образные, условно-символические и др.), назначения которых весьма разнообразны. На уроках математики каждый раз, когда встает проблема рассказать просто о сложном, ис​пользуются наглядно-образные опоры (рисунки, чертежи, подчерки​вающие самое главное, характерное для данного явления или по​нятия).
Опоры различного рода могут строить сами учащиеся. Например, они могут дать схему доказательства теоремы или решения задач ка​кого-то вида.
Урок математики характеризуется разнообразием форм организа​ции учебной деятельности учащихся.
Задачи самообразования, самоконтроля и самооценки своего труда требуют развития индивидуальных форм организации учебной дея​тельности.
Берутся на вооружение и групповые формы работы учащихся на уроках- Правильно организовать работу учащихся в группах — серь​езная методическая проблема. Недопустимо,   чтобы активными в неоднородных группах были только более сильные учащиеся, чтобы они навязывали другим членам группы свои мнения, решения проблем, давали списывать готовые решения задач и т. п. Непродуманная груп​повая работа может нанести большой вред обучению и воспитанию. Хорошо, если сильные направляют работу более слабых учащихся данной группы, помогают им продвигаться вперед, следят за успеха​ми других.
В зависимости от поставленной цели группы могут формироваться весьма различными способами.
1.4. Типы уроков. В современной дидактической и методической литературе чаще всего применяется классификация по основной ди​дактической цели урока.
Пусть основная дидактическая цель урока — это ознакомление учащихся с новым материалом. В соответствии с этой целью централь​ным этапом урока является ознакомление с новым материалом. Осталь​ные этапы могут либо отсутствовать, либо быть менее значимыми по сравнению с основным.
Если основная дидактическая цель урока — закрепление изучен​ного материала, то урок естественно отнести к виду уроков по закреп​лению знаний и т. д. Идя таким путем, мы получим четыре основных типа уроков математики:
1.   Урок по ознакомлению с новым материалом.
2.   Урок по закреплению изученного.
3.   Урок  проверки  знаний,  умений  и  навыков.
4.  Урок по систематизации и обобщению изученного материала. Заметим сразу,  что рассматриваемая  классификация  исключает уроки комбинированного типа.
Возможны разновидности указанных выше основных типов уро​ков. Например, урок по закреплению знаний делится на два под​типа: урок тренировочного характера и урок творческого применения знаний. Такое подразделение связано с репродуктивным и продуктив​ным уровнями применения знаний. Но это не означает, что урок тре​нировочного характера не содержит продуктивных методов, а на уроке творческого применения знаний исключаются репродуктивные ме​тоды.
При обучении математике закрепление знаний проходит в основ​ном через решение задач, поэтому уроки закрепления знаний назы​вают уроками  по решению задач.
В практике обучения довольно часто выделяют и говорят как о самостоятельных видах об уроках-лекциях, уроках самостоятельной работы учащихся, уроках общественного смотра знаний и др.
Рассматривая эти уроки с точки зрения их основной дидактиче​ской цели, мы видим, что все они являются лишь разновидностями одного из четырех указанных выше основных типов. Урок-лекция — это урок по ознакомлению с новым материалом, а урок общественного смотра знаний — урок проверки знаний, умений и навыков и т. д.
Рассмотренная классификация уроков по их основной дидактиче​ской цели не лишена недостатков. Например, названия основных ти​пов уроков в этой классификации ничего не говорят ни о внутренней
201организации учебного процесса, ни о способах проведения урока. Вот почему для характеристики уроков используются различные клас​сификации и даже их совокупности.
На практике, кроме выше рассмотренной, получила распростра​нение еще классификация уроков по способам их прове​дения.
Здесь выделяются, например, урок повторения, урок-беседа, урок — контрольная работа, комбинированный урок и т. д.
Чаще всего, характеризуя какой-либо конкретный урок, исходят из двух классификаций — по основной его дидактической цели и по способам проведения. Например, в самом названии «урок-лекция» усматривается и его основная цель, и способ его проведения.
Бесспорно, что ни одна из классификаций не может всесторонне и исчерпывающе охарактеризовать урок.
§ 2. ПОДГОТОВКА УЧИТЕЛЯ К УРОКУ. АНАЛИЗ УРОКА

Подготовка урока — сложное дело, это своеобразная творческая лаборатория учителя. Но чтобы творить, надо иметь хорошие теорети​ческие знания по методике, в том числе и по подготовке и планирова​нию урока.
Система планирования включает в себя: 1) годовое или полугодо​вое планирование; 2) тематическое планирование; 3) поурочное пла​нирование.
В соответствии с этой системой можно выделить три этапа в под​готовке к урокам: подготовка к новому учебному году, подготовка си​стемы уроков по учебной теме и подготовка к очередному уроку.
2.1. Подготовка системы уроков. На первом этапе в об​щем плане решаются вопросы, для чего, чему и как учить учащихся данного класса. Здесь важно учитывать то, чему и как учились уча​щиеся в предшествующие годы, и видеть перспективы обучения в последующие годы. В обучении математике всегда актуальной явля​ется проблема преемственности. Особенно остро она ставится перед учителем, который приступает к работе в IV классе или впервые идет в любой другой класс.
До начала учебного года учитель детально изучает ■ программу, объяснительную записку к ней, анализирует содержание школьно​го учебника, составляет списки литературы отдельно для учителя и ученика.
Задолго до начала учебного года проверяется оборудование каби​нета математики,  наличие в нем различных средств обучения.
В соответствии с учебным планом и программой осуществляется полугодовое или годовое планирование, содержащее примерную раз​бивку учебного материала по урокам. Планирование такого рода пу​бликуется в методических пособиях для учителя или в журнале «Ма​тематика в школе».                                  '
На втором этапе подготовки учителя к уроку центральное место занимает тематическое планирование,  примерное   содержание которого усматривается из приводимой здесь схемы. Отметим, что эта схема только одна из возможных.
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Рассмотрим   содержание   разделов   I—IV   тематического   плана. I. Название темы  берется из учебной программы или кон​кретизируется на ее основе.
1.  В тематическом  плане достаточно указать общую дидактиче​скую цель системы уроков по данной теме. В отдельных случаях по​лезно отметить воспитательное или развивающее значение темы.
2.  Указание типов уроков по теме позволяет учителю работать с перспективой.
План позволяет предусмотреть, например, киноурок или экскур​сию и урок по применению материалов экскурсии и т. п.
3.  В тематическом плане можно сориентировать учителя на при​менение того или иного общего метода обучения.
Рекомендации по выбору общего метода обучения даны в книге Ю. К- Бабанского [4].
4.   Исходя из содержания и общих методов обучения, намечаются основные НСО, ТСО, литература.
II. Актуализация.   Одна из особенностей обучения мате​матике — это непрерывная логическая опора на прежние знания  и способы действия. Именно эта особенность  требует особо   присталь​ного внимания к вопросам актуализации.
Актуализация предполагает не только воспроизведение ранее изученного, но и применение прежних знаний в новых ситуациях, их углубление. Поэтому важно установить не только опорные знания для каждого урока, но и указать основные виды учебных математи​ческих задач, в процессе решения которых будут актуализироваться необходимые знания.
III.   Формирование   новых   понятий    и   спосо​бов   действий — основной  раздел  плана.
Здесь важно четко выделить новые понятия и способы Действий, которые вводятся и изучаются в данной теме. Желательно указать основные шаги в процессе формирования    новых   понятий.
В соответствии с этим выделяются основные учебные проблемы в уроках по данной теме и с ними тесно связываются типы самосто​ятельных работ.
IV.   В последнем разделе тематического плана важно указать систему    упражнений:    а) для   формирования   умений   и навыков при  изучении данной темы,  б) для  показа  практического применения математики. Планируются здесь   и возможные межпред​метные  связи.
Тематическое планирование может быть осуществлено более или менее подробно. Последнее зависит от характера темы, от уровня ее сложности и многих других причин.
Составление тематического плана — дело серьезное и трудное, оно требует от составителя больших теоретических знаний методики и опыта преподавания математики. Научно обоснованное тематическое планирование под силу коллективам опытных учителей и методистов.
Не надо думать, что готовые тематические планы сковывают ини​циативу учителя. Пожалуй, наоборот, они дают направление для творческих поисков учителя при подготовке к конкретным   урокам.
Тематический план позволяет рассматривать каждый конкретный урок как необходимое звено в общей цепи уроков по данной теме. Это, несомненно, повышает значимость каждого урока, улучшает ка​чество обучения в целом.
2.2. Подготовка к очередному уроку. План урока учитель составля​ет на основе тематического плана, опираясь на свои знания особенно​стей учащихся, уровня их развития, общей и математической под​готовки   и  условий  проведения   занятия.
План урока — обязательный документ для учителя. Унифи​цированной формы планов не существует: живой, конкретный урок едва ли возможно втиснуть в рамки каких-то схем или готовых форм.
В методической литературе даются обычно примерные схемы со​ставления кратких и подробных планов — конспектов уроков.
Изложим один из возможных вариантов работы по составлению плана урока.
V класс
Тема   урока.   Сложение двух чисел с разными знаками.
Тип  урока.  Урок изучения нового материала.
Характеристика   темы   урока
Теоретическая часть темы небольшая по объему — фактически это правило сложения двух чисел с разными знаками. Учитывая возрастные особенности и уровень математической подготовки пяти​классников, перед ознакомлением с новым для учащихся правилом рассматриваются конкретные задачи, иллюстрирующие целесообраз​ность его использования. Правило трудное и необычное для учащихся.
Постановка   цели   урока
1.  Ознакомить учащихся с правилом сложения двух чисел с раз​ными знаками и научить выполнять действие по этому правилу.
2.  Способствовать воспитанию у учащихся внимания и аккуратно​сти в применении правила. Вызвать интерес к результатам сложения.
3.  Способствовать формированию у учащихся:  а) умения плани​ровать свою деятельность по аналогии с ситуациями предшествующе​го   урока,   б) умения   анализировать   математические   предложения (посредством анализа правила сложения).
Отбор основного    содержания    учебного материала
1.   Установим,   какие знания должны быть актуализированы на уроке.
В первую очередь это знания о сложении двух чисел с одинаковыми знаками, так как новый материал является логическим продолжением этих знаний. Новое правило будет усваиваться в сопоставлении с правилом сложения двух отрицательных чисел. Новый материал требует также свободного оперирования понятием модуля числа (сущность модуля, нахождение модуля числа и сравнение модулей).
Актуализация указанных знаний будет осуществляться через за​дачи вида: 1) даны два числа: а) сравнить их модули, б) сложить их модули,  в) из большего модуля вычесть меньший;
2) даны два отрицательных числа. Найти их сумму.
2.  Целесообразность нового правила сложения учащиеся увидят из жизненных задач, решение которых записывается выражениями:
а) 9 + (-5) и б) 5 + (-7).
Анализ результатов решения позволит «составить» новое правило.
3.  Работа по усвоению правила будет проходить в процессе вы​полнения упражнений вида: «Даны два числа с разными знаками. Найти их сумму».
Оборудование урока
1.  Демонстрационная модель координатной прямой с движущейся по ней точкой.
2.  Кодоскоп. Кодопозитивы.
Выбор методов обучения
В качестве ведущего избирается метод проблемной беседы (частич​но-поисковый), так как учащиеся всей предшествующей работой под​готовлены к такой беседе.
Структура   урока
I.  Постановка цели урока (2 мин).
II.  Проверка умений:   а) складывать два отрицательных  числа, б) сравнивать модули чисел (фронтальный опрос и кратковременная проверочная работа) (10 мин).
III.  Ознакомление с новым материалом и его закрепление (28 мин).
а)  Постановка   учебной   проблемы   и   ее   решение — «отыскание» правила сложения двух чисел с разными знаками.
(Частично-поисковый метод.  Использование аналогии.)
б)  Работа с учебником.  Анализ  правила,  сформулированного в учебнике: выделение в нем двух шагов в выполнении действия.
в)  Первоначальная работа по усвоению правила.  (Упражнения.)
г)  Самостоятельная работа обучающего характера   (репродуктив​ного типа).
(Дифференцированный подход к учащимся. Помощь слабым уча​щимся. Обращение к словесной опоре — правилу, данному в учебнике. Самопроверка результатов.)
IV.  Подведение итогов основной работы на уроке (3 мин).
V.  Задание на дом (2 мин).
Ход   урока

	Основное содержание учебного материала
	Деятельность

	
	учителя
	ученика

	I. Постановка   цели   урока перед учащимися (1 мин)
II.      Проверка       умений а) оперировать модулями чи​сел     (сравнивать,     склады​вать,   вычитать),  б) склады​вать два отрицательных числа 1. Устная       фронтальная работа    (5-6   мин).    Даны числа: а) —45 и —12 б) +2,6 и —3,7 в) —100 и 100 г) -11
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 и 12 
д) —5,3 и 0
	Формулирует     кратко: научиться        складывать два числа с различными знаками
Управляет устной фрон​тальной   работой.   Усло​вия а, б, в, г,  д записаны на доске до урока.  Тре​бования  1И 2  предъяв​ляет   последовательно   в устной форме
	Самостоятельно выпол​няет устные упражнения. Мысленно проверяет свою готовность обосновать выполняемые   действия

	1) Вычислите сумму моду лей  двух  данных  чисел
2) Из    большего  модуля вычтите   меньший  модуль
	
	

	
	Наблюдает   за  работой учащихся
	По     вызову     учителя дает   Обоснования   вслух

	
	
	

	Вопросы,     используемые при подведении итогов фронтальной работы:
1) Может ли  сумма     модулей   двух   чисел   быть:
а) отрицательным числом,
б) нулем?
2) Может     ли      разность двух модулей равняться нулю. 3) Какие числа имеют равные модули?
	Подводит итоги работы
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	2. Кратковременная    проверочная работа (7—8 мин)
Кодопозитив
Сложите  два  числа:
1-й вариант
1) —50 и —36,5
3) —13,8 и -22,2
4) —1,75 и —0,35
5) -0,85 и —2,15
6) —17 и 0
2-й вариант 1) —10 и —1000
5        8
3) —13 и -8,7
4) —0,85 и —2,25
5) —0,35 и —1,65
6) —38 и 0
	Объявляет    цель     работы,  предъявляет     тре​бования включает кодоскоп
Дает  команду   о взаимопроверке     результатов
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	Применяет      правило сложения   двух   чисел   с 
одинаковыми       знаками. Проверяет   работу   соседа. Сдает листок для про-
верки учителю

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	Ш. Ознакомление    с  новым материалом и его
	
	

	крепление (28 мин). При оз​накомлении  с   новым   мате​риалом используется частич​но-поисковый метод
	
	

	1) Постановка    проблемы: «получить»   правило   сложе​ния двух  чисел с   разными знаками
	«Действуем аналогично тому, как действовали на прошлом уроке»
	

	2) «Поиск»   решения   про​блемы посредством задач
а) Задание   1. Соста​вьте задачу, в которой тре​бовалось   бы   сложить   два данных числа: +9 и —5 Возможные  тексты  задач: А. Задача:   «Первое  изме​нение     температуры     +9°, второе   —5°.    Найдите    ре​зультат двух  данных   изме​нений»
Б, Задача: «Моторная лодка  двигалась от  пункта 0 вначале по течению реки 9 км, а затем 5 км   против течения.   Найдите   ее   место расположения     после  двух перемещений»
Записи на доске: а) 9 + (-5) = ? 9 + (-5) = 4 (показ на координатной прямой)
	Привлекает учащихся к обсуждению текста за​дачи и оценке результата решения
Основные     шаги     ра​боты учащихся фиксиру​ет  на  доске
	Вспоминает содержа​ние текстовых задач, рас​смотренных на прошлом уроке. Это помогает со​ставить конкретную за​дачу, аналогичную преж​ней, и найти средство получения        результата
По вызову учителя чи​тает текст составленной задачи и объясняет реше​ние ее на модели коорди​натной  прямой

	б) 3адание 2, Со​ставьте    задачу,   в  которой требовалось бы сложить два данных   числа: +5 и —7
	Организует         работу, аналогичную      проведен​ной  выше  (см.   выполне​ние задания  1)
	

	Записи   на   доске: б) (+5) + (-7) = ?
    (+5) + (-7) = -2
(показ на координатной прямой)
	
	Слуховое и   зрительное восприятие      результатов коллективной работы

	
	
	

	в)   Коллективная     работа по «составлению» нового пра​вила. Установим    знак     числа-суммы (+9) + (—5).   Поло​жительное  слагаемое    имеет больший модуль. 9 + (—5) =4;   4 > 0
	Нацеливает на раскры​тие   структуры    нового правила   по   аналогии   с прежним
	Выделяет в    прежнем правиле   две   его    части: 1) договор о знаке числа-суммы; 2) договор   о   модуле числа-суммы

	(+5)+(—7). Отрицательное слагаемое     имеет     больший модуль. (+5)+ (-7)= -2,-2 <0
	«Командует»   здесь   то число,   модуль   которого больше
	Проверяет первую часть нового правила   на примерах: 9 + (-5) = 4 (+5) + (-7) = -2

	Установим,    как    получа​ется   модуль     числа-суммы
	Как   получен модуль числа-суммы в примерах: 9 + (-5) = 4 5 + (-7) = -2?
	
	По догадке: 9| - |-5| = 4 -7| - |5| = 2

	Формулирование   правила (в целом)
	Помогает ученику
	Формулирует   правило

	г) Работа  с  учебником — изучение структуры данного в учебнике правила
	Дает  установку   на по​нимание   сущности   пра​вила и его структуры
	Читает правило,  выде​ляет в нем две части

	3)   Первоначальная     ра​бота по усвоению правила в процессе   его     применения: а) Упражнения Сложите два числа: 1) (+6) + (-38) = 2) (-15) + 7 = 3) (-5) + 28 = 4) 17 +(-33) = 5) 17,2 + (-34,2) = 6) -15,25 + 25,5 =
	Показывает вначале об​разец    применения    пра​вила. Вызывает поочередно к доске   учащихся,   следит за ответами
	Выполняет       действие по  шагам,   проговаривая правило либо вслух, ли​бо про себя. При затруд​нении обращается к опо​ре — правилу в учебнике

	I. Постановка   цели   уро ка перед учащимися (1 мин)
II.      Проверка       умений а) оперировать модулями чи​сел     (сравнивать,     склады​вать,   вычитать),  б) склады​вать два отрицательных числа 1. Устная       фронтальная работа    (5-^6   мин).    Даны числа: а) —45 и —12 б) +2,6 и —3,7 в) —100 и 100
г) -П | и 12 д) —5,3 и 0
	Формулирует     кратко: научиться        складывать два числа с различными знаками
Управляет устной фрон​тальной   работой.   Усло​вия а, б, в, г,  д записаны на доске до урока.  Тре​бования  1   И 2  предъяв​ляет   последовательно   в устной форме
	Самостоятельно выпол​няет устные упражнения. Мысленно проверяет свою готовность обосновать выполняемые   действия

	б) Самостоятельная  

 работа    обучающего    характера (репродуктивного типа) Сложить два числа: 1-й вариант 1) -17 и +5

2) —100 и 1 

3) 57 и —13

4) —3,9 и 3,91

5) 7) —3 и 0,83 

2-й вариант 

1) 3 и —17 

2) —500 и 501

3) 100 и —1 

4) 12  и  —21,8 

5) —21,8 и 0,8
6)-2/17 и 1 2/17

7) 0,37 и —2
	Осуществляет     диффе​ренцированный      подход к   учащимся.     Помогает слабым
	Работает  в своем   тем​пе. Обращается к опоре — правилу,    в   случае   не​обходимости — к     учите​лю.    Сверяет   результаты своей работы с  ответами, данными  на доске.   Под​водит итог своей   работы. Сколько   задач     решил: а) правильно;     б) непра​вильно? В чем затруднял​ся?

	в) Подведение   итогов са​мостоятельной работы
IV.    Подведение     итогов урока V. Задание  на  дом (1—2 мин): а) по теории; б) практическая  часть
	Выборочно   проверяет работы    учащихся,     за​слушивает отчеты некото​рых    учащихся,     подво​дит общий итог
Записывает   на   доске задание  на  дом  (поясне​ний не надо)
	


Приведенная схема записи хода урока, как видно, не содержит предполагаемых учителем ответов учащихся. Но анализ отраженной в ней деятельности учащихся позволит учителю быстро и гибко реаги​ровать на их ответы.
Отметим, что урок на рассматриваемую тему можно построить иначе, не нарушая принципа оптимальности выбора целей, содержа​ния, методов, средств и форм организации деятельности. Вариатив​ность структуры обусловлена изменениями одного или одновременно нескольких условий, которые учитываются при выборе оптимальности структуры урока.
2.3. Анализ урока. Допустим, что план (конспект) урока состав​лен. Можно теперь в качестве проверки составленного плана (кон​спекта) выполнить его анализ,  используя описание структуры урока, данное на с. 197. При проверке важно обратить внимание на взаимо​связь  всех сторон,   характеризующих урок.
После проведения урока учитель мысленно его анализирует, выявляя наиболее удачные моменты или основные его недостатки и их причины. Полезно в плане (конспекте) делать соответствующие по​метки (резюме).
Секции учителей математики организуют взаимопосещения уроков с заранее поставленной целью. Здесь анализ урока может быть сред​ством улучшения преподавания, внедрения чего-то нового в практику работы учителей.
В период педагогической практики студенты ведут целенаправлен​ные наблюдения и анализируют уроки под руководством методистов-учителей и самостоятельно. Здесь анализ становится действенной шко​лой методической подготовки.
Руководство школы осуществляет контроль, оказывает помощь учителю в работе. Анализ выступает здесь как средство контроля и обучения. Самоанализ уроков — это средство самоконтроля учителя за учебно-воспитательной работой в своих классах.
Суть анализа урока может быть сведена к оценке всех возможных сторон учебно-воспитательного процесса на уроке.
Всесторонний анализ, позволяющий рассматривать в единстве и взаимосвязи основные характеристики урока — цели, содержание обучения, средства и методы обучения, организацию деятельности на уроке — и основные структурные элементы урока, называют ком​плексным.
Можно вычленять отдельные стороны урока и детально анализи​ровать одну из сторон с определенной целью. Такой вид анализа на​зывают   аспектным [17].
Аспекты анализа могут быть очень разнообразными. Укажем не​которые из них:
1.  Реализация  цели урока   (образовательная,   воспитывающая  и развивающая цели урока).
2.  Научный  уровень  математического содержания   урока.
3.  Анализ   общей   структуры   урока.
4.  Методы   обучения   на  уроке.
5.  Деятельность учителя и учащихся на уроке.
6.  Формирование учебных умений и навыков у учащихся и др. Можно выделить также психологический, этический,  гигиениче​ский  и  другие аспекты  анализа урока.
Самое главное в уроке математики — его математическое и вос​питательное содержание. Любой вид анализа урока должен тесно свя​зываться с анализом его математического содержания. В противном случае даже узкий аспект анализа, на первый взгляд мало связанный с математическим   содержанием,    может   оказаться   неполноценным.
Общая оценка урока дается по результатам деятельности, а не по ее внешним проявлениям.
§ 3. ОРГАНИЗАЦИЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

 ПРИ ОБУЧЕНИИ УЧАЩИХСЯ МАТЕМАТИКЕ
Одним из важнейших средств систематического и прочного усвое​ния программного материала по математике, развития творческих сил и воспитания учащихся является самостоятельная работа. В. И. Ле​нин указывал на то, что «без известного самостоятельного труда ни в одном спорном вопросе истины не найти».
«Нам надо научить подрастающее поколение учиться самостоятель​но овладевать знаниями. Это одна из важнейших проблем, которую должна разрешить наша советская школа», — говорила Н. К- Круп​ская.
Привитие учащимся навыков самостоятельной работы всегда явля​лось одной из главных задач на каждом этапе развития советской школы.
Практика показывает, что при обучении математике необходимо уделять значительное место самостоятельной работе учащихся, орга​низации различных упражнений. Без этого не может быть усвоения программного материала по математике. Только в выполнении раз​личных упражнений закрепляются математические понятия, выраба​тываются вычислительные навыки, приобретается умение геометриче​ских построений, развивается пространственное представление уча​щихся, умение практически применять знания, свой опыт при решении задач и т. д.
В процессе выполнения самостоятельной работы по математике у учащихся развивается внимание, память, стремление обосновывать высказываемое, инициатива. Сама же организация самостоятельной работы в условиях классно-урочной формы обучения воспитывает высоконравственные качества будущего гражданина Советской страны.
3.1. Сущность самостоятельной работы при обучении математике. В своем обобщающем труде «Самостоятельная работа учащихся на уроке» Б. П. Есипов пишет: «...самостоятельная работа учащихся, включаемая в процесс обучения, — это такая работа, которая выпол​няется без непосредственного участия учителя по его заданию в спе​циально предоставленное для этого время. При этом учащиеся созна​тельно стремятся достигнуть поставленной в задании цели, проявляя свои усилия и выражая в этой или иной форме результаты своих ум​ственных или физических (или тех и других вместе) действий».
В теории наблюдаются и другие подходы к понятию самостоятель​ной  работы.
Ядром любой самостоятельной работы П. И. Пидкасистый рас​сматривает задачу, которая служит началом самостоятельной позна​вательной деятельности ученика.
Для организации самостоятельной работы по математике особен​но важно понимание учителем роли структурных ее компонентов. Структуру же самостоятельной работы определяют содержательная, процессуальная и мотивационная стороны учебной познавательной деятельности школьников.
Все стороны важны. При подготовке самостоятельной работы учи​тель математики заботится и о содержательной, и о процессуальной сторонах деятельности школьников. Единство этих сторон деятель​ности и определяет выбор способов решения примера, пути рассужде​ния при доказательстве теоремы, решения задачи.
Взаимосвязь этих сторон является одним из условий успешного достижения результата.
Для успешной организации самостоятельных работ по математике учителю необходимо иметь представление о существующих в теории основных классификациях самостоятельных работ. В зависимости от конкретных условий учитель осуществляет выбор необходимых видов самостоятельных  работ.
3.2. Виды самостоятельных работ. Наиболее часто встречают​ся в практике и теории обучения классификации самостоятельных работ:
1.  По степени самостоятельности учащихся.
2.  По степени индивидуализации.
3.  По дидактическим целям.
4.  По источнику знаний и т. д.
К классификации по степени самостоятельности относятся, напри​мер, виды самостоятельных работ, разработанные П. И. Пидкасистым [28]:
1.  Воспроизводящие самостоятельные  работы по  образцу.
2.  Реконструктивно-вариативные.
3.  Эвристические.
4.  Творческие (исследовательские).
При выполнении самостоятельных работ по образцу познаватель​ная деятельность учеников направлена на овладение способами ра​боты, основными умениями для последующего применения в практике, самостоятельного изучения других наук, областей. В познавательной деятельности ученика при обучении математике это могут быть раз​личные упражнения по образцам и алгоритмам с целью формирования вычислительных навыков, решения простейших типовых задач, фор​мирования умений познавательного и практического характера, со​ставления таблиц, схем, построения элементарных чертежей.
Работы этого вида выполняются по жесткой схеме путем последо​вательных указаний на необходимость совершенствования строго определенного действия.
Работы по образцу позволяют усвоить учебный материал, но не обогащают учеников опытом познавательной творческой деятельно​сти. Например, при построении окружности, высоты, биссектрисы, медианы ученику достаточно знаний о том, как это делается, и при выполнении работы он лишь воспроизводит эти знания в действии. Эти упражнения необходимы. Простейшие задачи на построение спо​собствуют выработке умения пользоваться инструментами, выполнять те или иные построения.
Предпосылкой же   развития   математических   способностей,   на§ 3. ОРГАНИЗАЦИЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ПРИ ОБУЧЕНИИ УЧАЩИХСЯ МАТЕМАТИКЕ
Одним из важнейших средств систематического и прочного усвое​ния программного материала по математике, развития творческих сил и воспитания учащихся является самостоятельная работа. В. И. Ле​нин указывал на то, что «без известного самостоятельного труда ни в одном спорном вопросе истины не найти».
«Нам надо научить подрастающее поколение учиться самостоятель​но овладевать знаниями. Это одна из важнейших проблем, которую должна разрешить наша советская школа», — говорила Н. К- Круп​ская.
Привитие учащимся навыков самостоятельной работы всегда явля​лось одной из главных задач на каждом этапе развития советской школы.
Практика показывает, что при обучении математике необходимо уделять значительное место самостоятельной работе учащихся, орга​низации различных упражнений. Без этого не может быть усвоения программного материала по математике. Только в выполнении раз​личных упражнений закрепляются математические понятия, выраба​тываются вычислительные навыки, приобретается умение геометриче​ских построений, развивается пространственное представление уча​щихся, умение практически применять знания, свой опыт при решении задач и т. д.
В процессе выполнения самостоятельной работы по математике у учащихся развивается внимание, память, стремление обосновывать высказываемое, инициатива. Сама же организация самостоятельной работы в условиях классно-урочной формы обучения воспитывает высоконравственные качества будущего гражданина Советской страны.
3.1. Сущность самостоятельной работы при обучении математике. В своем обобщающем труде «Самостоятельная работа учащихся на уроке» Б. П. Есипов пишет: «...самостоятельная работа учащихся, включаемая в процесс обучения, — это такая работа, которая выпол​няется без непосредственного участия учителя по его заданию в спе​циально предоставленное для этого время. При этом учащиеся созна​тельно стремятся достигнуть поставленной в задании цели, проявляя свои усилия и выражая в этой или иной форме результаты своих ум​ственных или физических (или тех и других вместе) действий».
В теории наблюдаются и другие подходы к понятию самостоятель​ной  работы.
Ядром любой самостоятельной работы П. И. Пидкасистый рас​сматривает задачу, которая служит началом самостоятельной позна​вательной деятельности ученика.
Для организации самостоятельной работы по математике особен​но важно понимание учителем роли структурных ее компонентов. Структуру же самостоятельной работы определяют содержательная, процессуальная и мотивационная стороны учебной познавательной деятельности школьников.
Все стороны важны. При подготовке самостоятельной работы учи​тель математики заботится и о содержательной, и о процессуальной сторонах деятельности школьников. Единство этих сторон деятель​ности и определяет выбор способов решения примера, пути рассужде​ния при доказательстве теоремы, решения задачи.
Взаимосвязь этих сторон является одним из условий успешного достижения результата.
Для успешной организации самостоятельных работ по математике учителю необходимо иметь представление о существующих в теории основных классификациях самостоятельных работ. В зависимости от конкретных условий учитель осуществляет выбор необходимых видов самостоятельных  работ.
3.2. Виды самостоятельных работ. Наиболее часто встречают​ся в практике и теории обучения классификации самостоятельных работ:
1.  По степени самостоятельности учащихся.
2.  По степени индивидуализации.
3.  По дидактическим целям.
4.  По источнику знаний и т. д.
К классификации по степени самостоятельности относятся, напри​мер, виды самостоятельных работ, разработанные П. И. Пидкасистым [28]:
1.  Воспроизводящие самостоятельные  работы по  образцу.
2.  Реконструктивно-вариативные.
3.  Эвристические.
4.  Творческие (исследовательские).
При выполнении самостоятельных работ по образцу познаватель​ная деятельность учеников направлена на овладение способами ра​боты, основными умениями для последующего применения в практике, самостоятельного изучения других наук, областей. В познавательной деятельности ученика при обучении математике это могут быть раз​личные упражнения по образцам и алгоритмам с целью формирования вычислительных навыков, решения простейших типовых задач, фор​мирования умений познавательного и практического характера, со​ставления таблиц, схем, построения элементарных чертежей.
Работы этого вида выполняются по жесткой схеме путем последо​вательных указаний на необходимость совершенствования строго определенного действия.
Работы по образцу позволяют усвоить учебный материал, но не обогащают учеников опытом познавательной творческой деятельно​сти. Например, при построении окружности, высоты, биссектрисы, медианы ученику достаточно знаний о том, как это делается, и при выполнении работы он лишь воспроизводит эти знания в действии. Эти упражнения необходимы. Простейшие задачи на построение спо​собствуют выработке умения пользоваться инструментами, выполнять те или иные построения.
Предпосылкой же   развития   математических   способностей,   на-копления опыта творческой деятельности служит привлечение уча​щихся к выполнению более сложных видов деятельности.
В практике обучения математике классификация по степени само​стоятельности нашла применение в виде работ по вариантам А, Б, В, Г, отличающимся друг от друга степенью самостоятельности.
Например:
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Задания содержат упражнения для усвоения   темы  «Уравнения».
В заданиях А, Б показаны образцы решения уравнений. Выполнение заданий В и Г требует от ученика более высокого уровня самосто​ятельности, а задание Г — нестандартного подхода, сообразительно​сти, т. е. содержит элементы творчества.
Известно, что творчество определяется прежде всего новизной и ценностью результата для общества.
Творческие работы при обучении математике — это такие, при выполнении которых ученик открывает новое для себя. Так, в поиске решения ученик достигает ответа другим способом, чем был ему по​казан.
Творческие самостоятельные работы по математике служат форми​рованию у учащихся интереса к предмету, воспитанию положитель​ного отношения к учению, развитию математического мышления. В ходе выполнения творческих работ школьник учится раскрывать для себя новые стороны изучаемых явлений, высказывает собственные суждения, на основе применения личного опыта и анализа исходных данных находит путь решения задачи, доказательства теоремы, дела​ет выводы. Все это характеризует ценность творческой деятельности в учебном процессе. К творческим работам по математике относят:
а)  решение   задачи   и   доказательство   теоремы   нестандартным, новым  для   ученика  способом;
б)  решение задач несколькими способами;
в)  составление задач,   примеров самими учениками;
г)  математические сочинения;
д)  доклады учащихся и другие виды деятельности.
Развитию творчества способствуют вариативные задания.
Вариативные задания содержат элементы творческой познаватель​ной деятельности, требующей осуществления поиска, проявления более высокого уровня самостоятельности.
Примеры заданий, содержащих элементы творчества для учащих​ся   IV  класса:
1.   Вертолет преодолел расстояние между городами в 510 км  при попутном ветре за 3 ч, а при встречном ветре за 4 ч.
Поставьте вопрос и решите задачу.
К этой задаче ученики могут поставить два вопроса:
1)   Какова скорость ветра?
2)  Чему равна собственная скорость вертолета?
Если к задаче поставлен второй вопрос, то решение может быть выполнено двумя способами.
2.   Площади   двух   прямоугольников   одинаковы.    Длины   сторон одного из них 16 и 9,6 см, а длина одной из сторон другого прямоуголь​ника 12 см.
Поставьте вопрос и решите задачу.
Какие вопросы еще можно поставить к Задаче?
Такая постановка заданий создает условия для размышления, анализа, самостоятельного установления связей между известными величинами (их отношениями), обобщения, что характерно для твор​ческой деятельности при изучении математики.

Творческие задания могут быть длительными по времени. Одним из интересных видов творческой работы по математике  в практике  школы  являются  математические  сочинения. Этот вид работы требует от учащихся:
а)  знания дополнительной литературы;
б)  умения обобщить прочитанный материал;
в)  владения определенным художественным вкусом при оформле​нии работы и т. д.
Для учащихся IV—V классов это могут быть небольшие сочине​ния, развивающие наблюдательность, кругозор.
Примерные   темы   сочинений  для IV—V классов
1.   Простые  числа.
2.   Прямоугольники различного вида.
3.   Где в жизни мы встречаемся с дробями?
4.  Симметричные фигуры.
5.  Длина  окружности  и   площадь   круга.
Очень интересны для этого возраста сочинения в форме сказок. Для старших классов могут быть следующие темы сочинений:
1.   Уравнения  и функции.
2.  Способы   решения   квадратных   уравнений.
3.   Теорема Пифагора. Способы ее доказательства.
4.  Симметрия вокруг нас.
5.   Развитие числа.
6.   Тригонометрические функции и их свойства.
7.  Математика и музыка.
8.  Математика и биология.
Темы для сочинений многообразны.
Математические сочинения — это творческая работа по определен​ной теме в течение длительного промежутка времени (1—2 месяца). После завершения работы сочинения сдаются в «библиотеку творческих работ», а отдельные ученики делают доклады на 5—7 мин.
Основой для оптимального усвоения математических знаний и ма​тематического развития, овладения опытом творческой деятельности является взаимосвязь воспроизводящих и творческих самостоятель​ных работ, преемственность в их выполнении.
Самые разнообразные виды самостоятельных работ содержит классификация их по цели применения» Это могут быть самостоятельные работы:
а)  с целью формирования математических понятий;
б)  подготовительные   упражнения   к   формированию    понятия;
в)  упражнения и задачи на закрепление нового материала;
г)  тренировочные упражнения с целью формирования умений при​менять полученные знания при решении задач, примеров;
д)  с целью выработки практических навыков построений  при ре​шении задач по геометрии.
При обучении математике применяются устные и письменные самостоятельные работы; классные и домашние; общеклассные, группо​вые, фронтальные и индивидуальные.
Известны и другие классификации видов самостоятельной работы, например   классификация   по  источнику  знаний  и методу:
а)   работа с учебником;
б)  работа со справочной литературой;
в)  решение   и  составление  задач;
г)  учебные упражнения;
д)  сочинения и описания;
е)  задания по схемам, чертежам, графикам.
Активное самостоятельное познание возможно лишь для того уче​ника, который умеет работать с учебником (с книгой).
В целях подготовки учащихся к самообразованию важное значение приобретает задача вооружения их умением работать самостоятельно с книгой, и в первую очередь с учебником. Учебники математики со​держат теоретический и практический материал. Печатный текст от​личается от живого слова учителя. Текст учебника не учитывает раз​личий в уровне развития ученика, уровня его подготовленности.
Вместе с тем учебник как источник информации имеет ряд преиму​ществ. Наличие заголовков (глав, параграфов), шрифтовых выделений, чертежей, графиков облегчает ученику возможность видеть основные идеи.
Математический текст представляет особые трудности для понима​ния. Чтобы научить учеников работать с учебной математической кни​гой, учителю следует использовать обращение к математическому тек​сту (как прием в сочетании с другими видами самостоятельных ра​бот), к выполнению практических упражнений в учебнике.
Поэтому важно учить уже с IV класса умению понимать математи​ческий текст: анализировать, отвечать на вопросы, выделять основ​ные части текста, формулировать к ним вопросы и т. д. В связи с этим в практике опытных учителей математики применяются, например, такие задания по работе с теоретическим материалом учебника:
а)  работа с определением; чтение определения (такое задание пред​полагает последующее обсуждение определения понятия);
б)  пересказ прочитанного по плану;
в)  ответы на вопросы;
г)  чтение текста, выделение главного в тексте;
д)  чтение текста и составление плана;
е)  составление таблиц, схем, графиков на основе материала, пред​ставленного в учебнике.
Задания по составлению плана развивают у учащихся аналитико-синтетическую деятельность, помогают видеть главное, помогают уста​навливать связь между понятиями в тексте.
Материал дополнительных глав учебников математики учащиеся могут использовать при подготовке сообщений, докладов, рефератов. А исторические сведения, например, в IV классе могут служить для написания изложений на темы: «Как возникла геометрия», «Как люди научились считать».
Особого внимания требует от учителя ор1анизация самостоятель-ной работы учащихся при решении задач повышенной трудности, са​мостоятельной работы с дополнительной литературой.
С дополнительной литературой по математике учащимся могут быть даны следующие задания:
а)  выборочное   чтение,   наведение   справок;
б)  сопоставление знаний, полученных из источника, с усвоенными ранее;
в), ознакомление с новым методом решения задачи, доказательством теоремы;
г) расширение кругозора по теме: подготовка докладов, аннотаций статьи и др.
Важным в организации самостоятельной работы с научно-популяр​ной математической литературой является правильный ее подбор. По форме изложения и оформлению привлекателен для школьников жур​нал «Квант».
Пропаганду математической книги, обучение приемам работы с книгой необходимо вести систематически в самых разнообразных формах с младших классов.
Значительное место в обучении учащихся математике занимают устные и письменные самостоятельные работы. Эти виды работы вы​ступают в самых разнообразных сочетаниях. В младших классах на каждом из уроков рекомендуется в течение 5—7 мин проводить устный счет.
Устный счет способствует формированию вычислительных навыков, развитию  внимания   учащихся,   их   инициативы.
Проведение устных самостоятельных работ помогает учителю ор​ганизовать весь класс и создать в классе рабочую обстановку.
Опытные учителя применяют различные приемы организации уст​ных и письменных самостоятельных работ.
Одной из составных частей учебного процесса является домашняя самостоятельная работа учащихся. В процессе выполнения домашнего задания учащиеся повторяют и закрепляют приобретенные на уроке знания, умения, навыки. Домашние работы воспитывают чувство от​ветственности, формируют навыки самообразования. Но при этом учи​телю математики необходимо каждый раз обращать внимание на объ​ем домашней работы и не переносить центр тяжести в обучении мате​матике на дом, как это часто бывает. Объем и характер домашних заданий определяется в каждом отдельном случае планом учебных за​нятий по разделу изучаемого материала. В зависимости от класса, содержания конкретного материала домашние задания даются по ма​териалу урока или по теме программы.
По мере совершенствования урока необходимо повышать творче​ский характер домашней самостоятельной работы, индивидуализиро​вать ее. Следует совершенствовать формы, в которых задается домаш​няя  работа.
Как содержание работы, так и приемы ее организации должны носить воспитывающий характер, способствовать развитию мышления учащихся.
В методической и дидактической литературе рассматриваются все указанные  виды самостоятельных  работ.
Успешное выполнение учащимися самостоятельной работы зависит от  конкретных  условий,  в том  числе от:
а)  содержания  материала;
б)  уровня подготовленности учеников;
в)  отношения учащихся к предмету;
г)  дидактических приемов организации деятельности учащихся со стороны учителя.
§ 4. ОРГАНИЗАЦИЯ ПОВТОРЕНИЯ

4.1. В процессе обучения математике важное место отводится орга​низации повторения изученного материала. Необходимость повторе​ния обусловлена задачами обучения, требующими прочного и созна​тельного овладения им.
Указывая на важность процесса повторения учебного материала, современные исследователи показали значительную роль при этом таких дидактических приемов, как сравнение, классификация, анализ, синтез, обобщение, содействующих интенсивному протеканию про​цесса запоминания. При этом вырабатываются гибкость, подвижность ума, обобщенность знаний.
В процессе повторения память у учащихся развивается. Эмоцио​нальная память, опирающаяся на наглядно-образные процессы, по​степенно уступает памяти с логическими процессами мышления, ко​торая основана на умении устанавливать связи между известными и неизвестными компонентами, сопоставлять абстрактный материал, классифицировать   его,   обосновывать   свои   высказывания.
Повторение учебного материала по математике осуществляется во всей системе учебного процесса: цри изложении учителем новых поня​тий, при закреплении изученного ранее, при организации самостоя​тельных работ различных видов, при проверке знаний учащихся и т. д.
Необходимость повторения изученного ранее материала вызвана самой структурой программы учебного курса математики. Так, про​граммой предусмотрено расширение основных понятий о числе, о ве​личине и ее измерении, о функциональной зависимости, геометриче​ских преобразованиях и др.
Каждое из математических понятий напоминает граненый само​цветный камень. Например, ученики знакомятся с числами натураль​ного ряда, затем постепенно понятие о числе расширяется, появляются числа дробные, отрицательные, иррациональные.
В связи с этим особо важное значение для организации успешного обучения учащихся математике имеет систематическое повторение ра​нее изученного, связанного с данным уроком, с материалом предше​ствующих лет, т. е. систематическое возвращение к ранее изученному.
Введение новых чисел вызывает необходимость выполнения дей​ствий над ними. Выполнение же действий над дробными числами связано с повторением правил выполнения действий  над натуральными числами и т. д.
Изучению действия вычитания отрицательных чисел предшествует повторение определения вычитания положительных чисел: «Вычесть из числа а число b- значит найти такое число с, которое в сумме с числом b дает а».
Вначале это определение повторяют на числовых примерах, а потом формулируют в общем виде.
При повторении учащиеся вспоминают, что смысл определения вычитания заключается в нахождении слагаемого, если даны сумма и другое слагаемое.
Такое повторение подготавливает к пониманию действия вычита​ния отрицательных чисел. Далее сообщается ученикам, что вычитание отрицательных чисел имеет тот же смысл, что вычитание положитель​ных чисел, т. е. по заданной сумме и одному из слагаемых находят второе слагаемое.
Рассмотрим сумму:
16 + 8 = 24
Чтобы найти слагаемое 16, надо из суммы 24 вычесть второе сла​гаемое  8.
24 — 8 = 16
Но этот же результат можно получить, если к 24 прибавить —8, число, противоположное 8, т. е.
1)  24 + (-8) - 16
Рассмотрим еще несколько примеров:
2)  —18 4- (—8) = —26
3)  —18 + (—3) ==—21
4)  —15 + (—20) = —35
Нахождение одного из слагаемых в примерах 2—4 сопровожда​ется рассуждением, аналогичным при решении примера 1. И после разбора этих примеров ученики под руководством учителя приходят к выводу и формулируют правило вычитания для двух любых чисел.
Как видим на данном примере, повторение определения вычита​ния положительных чисел находится в непосредственной взаимосвязи с  изучением  нового материала,  вычитанием  отрицательных   чисел.
При решении уравнений в IV—V классах новым способом необхо​димо повторить сведения из начальной школы о нахождении неизвест​ных компонентов. При этом учащимся можно предложить решить сле​дующие   примеры:
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На уроках математики формируется понятие числового значения величины, изучаются свойства величин и чисел. При рассмотрении этих вопросов полезно повторить с учащимися свойства величин и чисел, изученные ранее. Таким образом, повторение на этапе подго​товки к изучению нового материала необходимо для установления связей нового материала с ранее изученным, неизвестного с известным. Такое повторение способствует систематизации материала, бо​лее глубокому пониманию его, формированию прочных знаний-
4.2. Повторение при подготовке учащихся к выполнению различ​ных упражнений, практических и лабораторных работ, решении при​меров  и  задач  способствует  выработке  прочных   навыков.
Навыки формируются целенаправленно и осознанно. Первона​чально ученик опирается на какое-либо правило, а затем выполняет соответствующее действие без особого напряжения. К. Д. Ушинский писал, что математическое действие должно быть вполне осознано учеником, но затем путем упражнения оно должно превратиться в «полусознательный» навык, чтобы ученик, решая какую-нибудь зада​чу, «не тратил сознания и воли» на припоминание арифметических действий.
В процессе обучения математике важное место отводится формиро​ванию вычислительных навыков, навыков измерения, построения, применения знаний при решении различного вида упражнений, прак​тических и лабораторных работ, в практике, в жизни.
Наряду с повторением, предваряющим объяснение нового матери​ала, решение задачи, выполнение практической работы, проводится повторение при закреплении нового материала урока. Такое повторе​ние объединяется с закреплением и направлено на обобщение изучен​ного, выделение главного. Так, выполнению упражнений на закреп​ление понятия «вектор» предшествует повторение этого понятия.
Повторительные упражнения для самостоятельной работы на эта​пе закрепления могут по своей форме быть программированными. Приведем пример программированных заданий по теме «Векторы» в курсе геометрии:
Задание.
Сколько различных векторов изображено на каждой фигуре (рис. 47, а, б, в)?
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При обсуждении результатов выполнения самостоятельных работ еще раз обращается внимание на существенные признаки понятия «вектор».
При закреплении понятия «симметричные фигуры» учащимся пред​лагаются упражнения, выполнению которых предшествует повторе​ние основных признаков, свойств понятия.
Задание.
1.  Укажите фигуры (рис. 48), обладающие общим свойством. Ка​кое это свойство? Какие фигуры не обладают этим свойством? Ответ поясните.
2.  Нарисуйте фигуру, имеющую: а) две, б) три оси симметрии.
3.  Приведите пример фигуры,   имеющей бесконечное множество осей симметрии.
При подведении итогов выполнения самостоятельной работы на уроке учащиеся еще раз повторяют существенные признаки симме​тричных фигур, их свойства, что способствует закреплению этого по​нятия.
Таким образом, в этом случае повторение материала проводится на этапе закрепления.
Для формирования прочных знаний, умения применять эти зна​ния при решении задач и примеров, закреплении вычислительных на​выков значительное место отводится организации текущего повторе​ния, не связанного с изучаемым на уроке материалом.
Так, в V классе на одном из уроков по теме «Решение уравнений» проводится устная самостоятельная работа.
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Как видим, задания а) и б) не связаны непосредственно с изучае​мым на уроке материалом, но они важны для закрепления вычисли​тельных навыков.
Выполнение учащимися тренировочных упражнений с действиями над десятичными дробями и повторение правил умножения,  деления десятичных дробей способствуют закреплению имеющихся знаний, выработке прочных навыков.
Для каждого вида повторения учитель математики составляет к началу учебного года план повторения, отобрав для этого теоретиче​ский материал и соответствующие примеры и задачи.
При подготовке к уроку учитель планирует повторение материала по теме прошлого урока, по изученной теме или разделу программы.
Повторение в конце темы или курса носит обзорный характер и способствует систематизации знаний по теме,  курсу.
В заключение изучения материала по теме может быть проведена обзорная повторительная работа.
Так, обзорное повторение по темам: «Равные дроби», «Сложение и вычитание дробей» — может быть проведено по заранее подго​товленным вопросам, а результаты повторения темы могут быть подведены после проведения следующей обзорной контрольной работы:
1.  Сформулируйте основное свойство дроби. Приведите примеры.
2.  Приведите дроби[image: image552.png]~|e
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к знаменателю 63.
3.  Сократите дроби:[image: image553.png]



4.  Приведите   примеры   простых   чисел.
5.  Разложите на простые множители каждое из чисел: 24, 49, 60.
6.  Начертите фигуру, имеющую ось симметрии.
7.  Приведите примеры наименьшего общего кратного двух чисел.
8.  Найдите наименьшее общее кратное чисел 48 и 72.
9.  Приведите дроби[image: image554.png]


к наименьшему общему знаменателю.
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.    11. Выполните действия: а)[image: image556.png]H—gtg D—g—i
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12.  Решите  уравнение:
[image: image557.png]



13.  Выполните действия:
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14.  Упростите выражение:
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Следующий этап повторения учебного материала носит характер подготовки к выполнению работы над ошибками. С целью организованного повторения учебного материала в нача​ле года опытные учителя проводят контрольные работы уже в сен​тябре.
Такие контрольные работы но своему содержанию могут совпадать с контрольными работами по математике, проведенными с этими школьниками в конце предшествующего учебного года. Результаты проведения работы позволяют учителю спланировать вопросы для текущего повторения материала в самом начале учебного года.
Учителя отмечают особо важную роль повторения материала в начале года. Например, на первых уроках стереометрии в IX классе повторение опорных знаний из планиметрии способствует усвоению новых знаний.
Таким образом, на всех этапах организации процесса обучения математике повторение играет важную роль. Никакой творческий опыт не может осуществляться без опоры на прежний опыт.
Повторение учебного материала является одним из путей развития творческой активности учащихся. Систематическое повторение содей​ствует значительному улучшению качества математической подго​товки и является действенным средством борьбы с формализмом в знаниях учащихся. 
§ 5. ПРЕДУПРЕЖДЕНИЕ НЕУСПЕВАЕМОСТИ

Проблема предупреждения неуспеваемости по математике явля​ется одним из условий осуществления всеобщего среднего образова​ния. Советская дидактика исходит из того, что любой здоровый ребе​нок в условиях общеобразовательной школы может овладеть знания​ми, умениями, навыками, предусмотренными государственной про​граммой по математике.
Основные проявления неуспеваемости учащихся по математике выражаются   в  следующем:
1. Наличие пробелов в фактических знаниях, что не позволяет уче​нику сформулировать определение понятия, теорему, существенные признаки понятий,  их свойства и т. д.
2. Наличие пробелов в умении применить фактические знания на практике,   при доказательстве теорем,  решении  задач.
3. Наличие пробелов в умениях и навыках вычислительного ха​рактера, умениях построения схем, выполнения графических работ, использования  инструментов  и  т.  д.
4. Недостаточный уровень развития самостоятельности, внимания, настойчивости, не позволяющий ученику приступить к работе   или успешно довести свою работу до конца.
5.1. Меры по предупреждению неуспеваемости. Предупреждение неуспеваемости обусловливается системой организованной ра​боты всего класса в целом и каждого ученика в отдель​ности на уроке и дома. Работу по предупреждению неуспеваемости учащихся по математике учитель строит, во-первых, на изучении и принятии мер предотвращения ошибок в овладении общеобразовательными знаниями и, во-вторых, на овладении типичными приемами самостоятельной деятельности.
Таким образом, важным условием предупреждения неуспеваемо​сти по математике является систематическое, последо​вательное изучение каждым учеником класса программного материала. В математике, как ни в ка​ком другом предмете, все изучаемые вопросы находятся в тесной взаи​мосвязи. Так, невозможно изучение действий над рациональными чис​лами без усвоения операций над натуральными числами. Изучение действий вычитания и сложения, умножения и деления также немы​слимо без тесной взаимосвязи указанных вопросов.
Подготовительная работа к изучению нового материала (с целью предупреждения неуспеваемости) готовит учащихся к овладению материалом, облегчает восприятие нового теоретического материала или  новых  приемов  решения  примеров  и  задач.
В зависимости от цели урока учитель использует разные приемы для установления связи нового материала с ранее изученным. Так, опытные учителя используют постановку вопросов, самостоятельную работу с учебником, решение задач, сравнение понятий и т. д. В этих целях важное значение имеет сочетание на уроке общеклассной, груп​повой и индивидуальной работы.
При первоначальном применении учащимися нового материала у них могут возникнуть трудности. Чтобы предупредить возникновение ошибок при затруднении учеников на этом этапе, большую роль игра​ют самостоятельные работы по образцу. Показ образца решения за​дачи, оформления ее записи, доказательства теоремы и т. д. может быть дан самим учителем или учеником, который уже усвоил новый материал и может выполнить работу. Образец для всех учащихся мож​но показать на доске. Образец решения задачи для отдельных уче​ников может быть дан на карточке.
Примеры карточек для учащихся.
Карточка А
1.  Прочитайте в учебнике параграф «Решение линейных неравенств с одной переменной».
2.   Запишите в тетрадь образец записи решения неравенства. Образец.  Решение неравенства:
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Ответ. [image: image561.png]12, +ool



(рис. 49).
3. Выполните задание по указанному образцу:
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деятельность проходит на основе простого воспроизведения. Но такие упражнения необходимы, они способствуют формированию умения решать неравенства, что очень важно в дальнейшей работе при изучении этой темы.
Большое внимание следует уделять подбору специальных упраж​нений, предупреждающих возникновение затруднений. Так, при изу​чении темы «Степени с натуральным показателем» в VI классе опыт​ные учителя знают типичные ошибки учеников:
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Избежать  возможные  ошибки   помогут следующие упражнения:
I.   1) Представьте в виде произведения степень:[image: image564.png]x5 (—a)h; (36)°.



 2) Представьте в виде степени с основанием х: [image: image565.png]a) x+ x5 6)a - a





Образец.[image: image566.png]R RPN N EER D= BT x K=,




II.  Сравните выражения:
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III.Представьте   в   виде   произведения   и   вычислите:[image: image568.png]a) (—2)%
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предупреждению затруднений учителя проводят дополнитель​ные занятия, индивидуальные консультации, организуется товарище​ская взаимопомощь.
Предупреждению неуспеваемости способствует своевременная по​мощь ученикам. Опытные учителя с этой целью ведут тетради учета знаний учащихся. Каждому ученику отводится страница, на которой отмечаются:
1)  пробелы по отдельным темам;
2)  мероприятия  для   ликвидации   пробелов:
а)  индивидуальные задания и сроки их выполнения,
б)  отметка  о  посещении   консультации;
3)  результат работы ученика:
а)  качество усвоения учебного материала,
б)  что не выполнено.
При этом необходимо заметить, что оценки в этой тетради не ста​вятся, а отмечается продвижение знаний учащегося во время индиви​дуальной работы с ним. Такие записи стимулируют деятельность школь​ников. При этом необходимо и полезно подводить итоги работы уча​щихся. О результатах усвоения каждым учеником тех или иных разделов программы учитель судит по итогам проверочных работ. Ре​зультаты проведенных самостоятельных работ ориентируют учителя на повторение конкретного материала фронтально со всем классом и индивидуально с отдельными учениками.
Для предупреждения неуспеваемости по математике важна работа на закрепление материала. Для выработки определенных умений при​менения новых знаний на практике каждый ученик в силу индивидуальных особенностей выполняет необходимое ему количество трени​ровочных упражнений.
Так, после объяснения учителем правила умножения десятичных дробей и выполнения упражнений вида:
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можно предложить ученикам для самостоятельной работы задание на заполнение таблицы:
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При выполнении подобных тренировочных упражнений формиру​ется навык умножения десятичных дробей, акцентируется внимание учащихся не на вычисления с натуральными числами, а на связь, су​ществующую между выполнением действия над натуральными числа​ми и десятичными дробями.
После выполнения учащимися работы и проверки ее результатов важно еще раз привлечь внимание к алгоритму выполнения действия умножения  с десятичными дробями.
Вторым важным условием предупреждения неуспеваемости по ма​тематике является овладение каждым учеником необходимыми приемами самостоятельной работы. Так, например, если ученик допускает ошибки, но может самостоятельно разобраться с этим материалом, то учитель направляет этого ученика за справкой к объяснительному тексту учебника. Иног​да учитель разъясняет часть материала, разбирая два-три упражнения на доске, а после того как становится ясно, что учащиеся могут спра​виться, можно приступать к организации тренировочных упраж​нений.
В практике обучения математике учителя предлагают для решения часто упражнения обязательные и необязательные, упражнения, ко​торые содержат руководство к работе. Так, например, по организа​ции работы с учебной литературой предлагаются такие задания-кар​точки:
1.   Прочтите заглавие.
2.   Прочтите текст. Знаете ли вы значение каждого слова? Если нет, то спросите (у учителя, у товарища).
3.   Если в тексте есть задача с решением, разберите   вниматель​но ее.
4.   Придумайте аналогичную задачу.
5.   Повторите формулировки определений новых понятий. Приве​дите примеры.

Таким образом, работа по предупреждению неуспеваемости по ма​тематике зависит от особенностей изучаемого конкретного материала. Продуманное учителем и методически правильно организованное изу​чение конкретных вопросов учебной программы по математике, при​влечение каждого из учащихся к активному участию в работе, внима​тельное отношение к ученикам способствует более глубокому усвоению ими учебной программы по математике. Но в любых случаях не​обходимо создание благоприятной атмосферы в отношении к учащим​ся. Важно, чтобы организация работы способствовала развитию само​стоятельности, положительного отношения к изучению математики, к учебе вообще.
Надо отметить, что проблема предупреждения неуспеваемости учащихся по математике очень серьезная и опытные учителя на прак​тике находят эффективные пути ее" решения. Одним из условий успеш​ной работы учителя математики является постоянное изучение уровня подготовленности самих учащихся, их интересов, изучение опыта ра​боты передовых учителей.
§ 6. ИНДИВИДУАЛИЗАЦИЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЦИЯ ПРИ ОБУЧЕНИИ

6.1. Заинтересованность общества в создании оптимального режи​ма для выявления и развития задатков всех детей приводит к необхо​димости дифференциации  обучения  школьников.
Дифференциация обучения в средней общеобразовательной школе на данном этапе развития нашего общества вызывается:
стремлением общества к наиболее рациональному использованию потенциальных возможностей каждого своего члена, что связано с выявлением и максимальным развитием природных задатков и спо​собностей учащихся;
заботой общества о всестороннем развитии личности и максималь​ном удовлетворении интересов личности;
требованием общественного производства к дальнейшему повыше​нию уровня специальной подготовки рабочих и инженеров;
необходимостью дальнейшего совершенствования средней школы [10,  269].
Следует отметить, что в условиях классно-урочной формы обуче​ния уровень изложения материала, темп, рассчитанный на среднего ученика, не соответствуют познавательным возможностям учащихся с замедленным темпом усвоения и учащихся с хорошими способностя​ми к изучению математики. Учащиеся с хорошими способностями ра​ботают без особого напряжения, а слабые учащиеся испытывают воз​растающие затруднения.
В связи с этим большого внимания заслуживают те средства, ко​торые представляют возможность учащимся в условиях классно-урочной формы обучения  проявлять свой опыт,  свои способности.
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В связи с проблемой совершенствования обучения в настоящее время все большее распространение получила дифференциация обу​чения на уроке. Это позволяет создавать оптимальные условия для проявления способностей и интересов учащихся в условиях коллектив​ной  работы.
Известно из психологии, что учащиеся отличаются своими задатка​ми, типами памяти, темпом работы, мышлением, особенностями вос​приятия материала. Дифференциация обучения необходима при вы​боре методов, средств обучения в целях максимального развития всех учащихся.
В практике обучения появились различные формы дифференциа​ции на уроке. Так, в последние годы получили применение самостоя​тельные работы по вариантам, которые отличаются по своему содер​жанию сложностью и рассчитаны на разный уровень подготовлен​ности   учеников,   уровень   их   самостоятельности.
Методические пособия, дидактические материалы содержат самостоятельные и контрольные работы, соответствующие раз​ному уровню подготовленности учеников одного и того же класса. Например, в IV классе при проведении самостоятельной работы одна из задач предлагается в раз​ных вариантах разным группам учащихся.
Рассмотрим пример двух вариантов.
Вариант 1
1.  Проведите через точку М   прямые, перпендикулярные  каждой   из  трех пря​мых (рис. 50, а).
2.   Через точку А  проведите   прямую АВ, перпендикулярную прямой CD, и пря​мую АР,  перпендикулярную прямой KN (рис. 50, б).
Вариант. 2
1.  Проведите через   точку М  прямые, перпендикулярные каждой из трех   пря​мых (рис. 50, в).
2.  Через точку С   проведите   прямую CD,   перпендикулярную   прямой   АВ,   и прямую СК,   перпендикулярную   прямой РЕ (рис. 50,г).
Как видим, выполнение вторых заданий в каждом из вариантов требует от уче​ника более сложных умений, сообрази​тельности, состоящей в том, что для построения необходимо продолжить пря​мые и только тогда провести к ним перпендикуляры.
Обычно в практике применяются 3—4 варианта.
При организации дифференцированных самостоятельных работ имеются трудности выбора основания для разделения учащихся на группы внутри класса. Поэтому лучше, если вопрос о выборе того или   иного задания решают сами ученики.
Основным принципом дифференциации должно быть не системати​ческое упрощение содержания образования, а дифференциация по​мощи ученикам со стороны учителей.
В практике получили применение карточки-консультации, в ко​торых указывается план решения задачи; в других карточках предла​гаются схема, график, аналогичная задача; применяются сдвоенные задачи. В итоге все учащиеся решают одну и ту же задачу, но решение разделяется на промежуточные этапы, или шаги, предусматривающие оказание решающему необходимой помощи.
Для более сильных учащихся класса применяются дополнитель​ные задания, задания повышенной трудности. Примеры таких заданий имеются в учебниках математики.
6.2. Повышению эффективности обучения математике способству​ет решение проблемы индивидуализации обучения.
Индивидуализация обучения математике предполагает органиче​ское единство индивидуальной и коллективной деятельности школь​ников.
При организации познавательной деятельности учащихся перво​степенная роль принадлежит учителю. Учитель направляет деятель​ность учащихся, руководствуясь учебными программами. На всех этапах обучения учащихся в условиях классно-урочной формы обу​чения учитель выступает как руководитель деятельности коллектива и как руководитель познавательной деятельности каждого из учащих​ся в этом коллективе. Учитель в соответствии с задачами обучения и воспитания учащихся сам выбирает совокупность различных приемов, средств для организации познавательной деятельности учащихся с целью повышения самостоятельности и творческой активности каждо​го из них. 
Задача учителя — организовать процесс обучения таким образом, чтобы у учащихся повышался интерес к знаниям, возрастала потреб​ность в более полном и глубоком их усвоении, развивалась самостоя​тельность в работе, чтобы каждый ученик принимал самое активное участие, работал с полным напряжением своих сил, чтобы самостоя​тельная работа способствовала более глубокому усвоению програм​много материала, выработке более прочных умений и навыков, раз​витию   разносторонних   способностей   учащихся.
Одним из важнейших условий, способствующих успешному реше​нию поставленных задач перед учителем, является применение в про​цессе обучения учащихся индивидуальных самостоятельных работ. При организации индивидуальных самостоятельных работ отдельные ученики класса могут выполнять задания, учитывающие в достаточной степени их индивидуальные особенности, интересы. В теории имеются разные подходы к понятию индивидуальной работы.
Индивидуальная самостоятельная работа — это работа, которая индивидуализирована или по содержанию, или по способам выполне​ния, или одновременно по содержанию и по способам выполнения.
При организации индивидуальных самостоятельных работ уча​щиеся класса могут выполнять задания, индивидуализированные только по способам их выполнения. В этом случае все учащиеся клас​са могут получить одно и то же задание, например решить задачу, выполнить практическую работу, написать сочинение и т.д. Но само​стоятельная работа индивидуализирована по способам выполнения ее учащимися. Это значит, что полученное задание для самостоятельной работы каждый ученик может выполнить в соответствии со своим жиз​ненным и учебным опытом, уровнем подготовленности, способностями.
При индивидуализации самостоятельных работ только по содержа​нию отдельные учащиеся класса получают задание, по содержанию отражающее их интересы, но выполняют его тем же способом, что и остальные ученики класса. Такие работы необходимы с целью разви​тия интереса учащихся к предмету и возможны при выработке у уча​щихся каких-либо умений, навыков, например при выработке умений решать задачи способом составления уравнений. Вопрос об организа​ции индивидуальных самостоятельных работ отдельных учащихся совершенно неотделим от организации работ коллектива учащихся в целом. Учитель может предложить индивидуальные задания как от​дельным учащимся, так и каждому из учащихся класса (раздав за​готовленные для этого карточки).
Дифференциация и индивидуализация обучения означает не при​способление целей и содержания обучения и воспитания к индивиду​альным особенностям детей, а приспособление методов и форм работы к этим особенностям, с тем чтобы успешно реализовать общую для всех цель  коммунистического воспитания  и образования.
В связи с задачей развития способностей каждого из учащихся, повышения самостоятельности и творческой активности каждого уче​ника индивидуальные самостоятельные работы находят все более широкое применение в практике нашей школы. В связи с этим харак​тер индивидуальной самостоятельной работы должен быть такой, чтобы как можно больше учащихся класса (или все) имели возмож​ность их выполнять, а учитель имел возможность организовать такую работу. Эффективность индивидуальных самостоятельных работ от​дельных учащихся зависит от различных условий, в том числе и от возможных сочетаний ее с другими видами самостоятельной работы.
6.3. В настоящее время наиболее распространены следующие фор​мы дифференцированного обучения по математике: математические кружки, лектории, факультативные занятия по выбору, классы с углубленным изучением математики.
Математические кружки, факультативы — это наиболее подвиж​ные формы дифференциации обучения учащихся по их интересам и возможностям.
Пути индивидуализации и дифференциации обучения математике в практике школы многообразны, и выбор их учителем зависит от конкретных условий, особенностей класса в целом, индивидуальных особенностей учащихся, специфики изучаемого материала и др. Раз​личные виды индивидуальных заданий можно найти в издаваемых методических   пособиях,   дидактических   материалах.
§ 7. ПРОВЕРКА  ЗНАНИЙ,   УМЕНИЙ 
И НАВЫКОВ УЧАЩИХСЯ ПО   МАТЕМАТИКЕ

Проверка знаний, умений и навыков учащихся является важной составной частью процесса обучения. Изучение характера усвоения учащимися учебного материала, оценка их знаний и умений, выявле​ние уровня умственного развития и развития познавательных способ​ностей — необходимая сторона процесса обучения, составляющая внутреннее содержание каждого его звена. Основной целью проверки является определение качества усвоения учащимися программного материала, диагностирование и корректирование их знаний и умений, воспитание ответственности к учебной работе. Проверка знаний уча​щихся является очень сложным и крайне тонким процессом как в те​оретическом аспекте, так и в методическом плане его практических разработок, как в психологическом отношении, так и в плане организа​ционном. Это связано с тем, что на проверку возложена задача полу​чения и накопления объективной информации для успешного управле​ния обучением, развитием и воспитанием школьников.
7.1. Функции проверки. Для выяснения роли проверки в процессе обучения математике рассмотрим ее наиболее значимые функции: кон​тролирующую, обучающую, диагностическую, прогностическую, раз​вивающую, ориентирующую и воспитывающую.
Сущность контролирующей функции проверки заключается в выяв​лении состояния знаний и умений учащихся, уровня их умственного развития, в изучении степени усвоения приемов познавательной деятельности,   навыков  рационального учебного труда.
При помощи контроля определяется исходный уровень для даль​нейшего овладения знаниями, умениями и навыками, изучается глу​бина и объем их усвоения, сравнивается планируемое с действитель​ными результатами. На этой же основе устанавливается эффективность используемых  учителем  методов,   форм  и средств  обучения.
Обучающая функция проверки заключается в совершенствовании знании и умений, их систематизации. Например, формирование на​выков самоконтроля осуществляется прежде всего через проверку действий ученика преподавателем. В процессе проверки учащиеся повторяют и закрепляют изученный материал. Они не только воспро​изводят ранее изученное, но и применяют знания и умения в новой ситуации, мобилизуют определенные способы решения задач, опре​деленные приемы учебно-познавательной деятельности.
Проверка помогает учащимся выделить главное, основное в изу​чаемом, уточнить содержание рассматриваемого вопроса, сделать проверяемые знания и умения более ясными, точными и действенными. Проверка способствует обобщению и систематизации знаний, выработке соответствующих данному этапу обучения умений и   навыков.
Сущность диагностической функции проверки состоит в получении информации об ошибках, недочетах и пробелах в знаниях и умениях учащихся и порождающих их причинах. Здесь важно получить ин​формацию не только о причинах данного состояния знаний учащихся,
но и о степени влияния этих причин на качество знаний, умений и на​выков  учащихся.
Результаты диагностических проверок дают материал об истоках затруднений учащихся в овладении учебным материалом, о числе, характере и причинах ошибок, что позволяет выбрать наиболее дей​ственный индивидуальный подход, акцентировать внимание на под​бор достаточно полной системы упражнений, более действенной ме​тодики обучения и в общем плане уточнить направление дальнейшего совершенствования   содержания,   методов   и   средств   обучения.
Прогностическая функция проверки служит получению опережаю​щей информации об учебно-воспитательном процессе. В результате такой проверки получают основания для прогноза о ходе определен​ного отрезка учебного процесса: достаточно ли сформированы кон​кретные знания, умения и навыки для усвоения последующей порции учебного материала (раздела, темы). Результаты прогноза исполь​зуют для создания модели дальнейшего поведения учащегося, допу​скающего сегодня ошибки данного типа или имеющего определенные пробелы в системе приемов познавательной деятельности. Прогноз во многом содействует получению верных выводов для дальнейшего планирования и осуществления учебного процесса.
Прогноз помогает уточнить особенности усвоения учащимися дан​ного учебного материала, его значение для дальнейшего овладения программным материалом, провести с учащимися достаточную под​готовительную работу, уделить внимание развитию их познавательных способностей и интересов.
Развивающая функция проверки состоит в стимулировании по​знавательной активности учащихся, в развитии их творческих сил и способностей.
Проверка обладает исключительными возможностями в развитии учащихся. В процессе проверки развиваются речь, память, внимание, воображение, воля и мышление школьников. Проверка оказывает большое влияние на развитие и проявление таких качеств личности, как способности, склонности, интересы, потребности, отношения и др. Оказывая влияние на развитие учащихся, проверка одновременно представляет богатую информацию об уровне этого развития.
Сущность ориентирующей функции проверки — в получении ин​формации о степени достижения цели обучения отдельным учеником и классом в целом — насколько усвоен и как глубоко изучен учебный материал.
Проверка ориентирует учащихся в их затруднениях и достиже​ниях. Вскрывая пробелы, ошибки и недочеты учащихся, она указы​вает им направления приложения сил по совершенствованию знаний и умений. Проверка помогает учащемуся лучше узнать самого себя, оценить свои знания и возможности. Проверка ориентирует и учителя в недочетах и достижениях его преподавания. Она содействует выявле​нию и обобщению передового педагогического опыта и служит также Цели государственного контроля за работой школ и учителей.
Сущность воспитывающей функции проверки заключается в вое-питании у учащихся ответственного отношения к учению, дисципли​ны, аккуратности, честности.
Проверка побуждает учащихся более серьезно и регулярно кон​тролировать себя при выполнении заданий, она является условием и стимулом воспитания твердой воли, настойчивости, привычки к регулярному труду.
Выделенные функции проверки подчеркивают ее роль и значение в процессе обучения. В учебном процессе сами функции проявляются в разной степени и в различных сочетаниях. Это зависит в основном от целевого назначения и вида проверки, причем цели проверки обу​словливаются планируемыми на данном этапе обучения дидактически​ми, развивающими и воспитывающими целями и в конкретном виде проверки воплощаются определенные их сочетания. Реализация выделенных функций на практике делает проверку более эффективной, а вместе с ней эффективней становится и сам учебный про​цесс.
7.2. Принципы проверки. Проверка должна быть целенаправлен​ной, объективной, всесторонней, регулярной и индивидуальной.
Целенаправленность предполагает четкое определение цели каж​дой проверки. Постановка цели является звеном, определяющим всю последующую работу по обоснованию используемых форм, методов и средств проверки. Цели проверки включают: что должно прове​ряться? Кто должен опрашиваться? Какие выводы можно будет сде​лать на основе результатов проверки? Какой ожидается эффект от проведения проверки? При конкретизации целей проверки исходят из целей воспитания, развития и обучения учащихся, реализуемых на данном этапе обучения.
Объективность проверки предупреждает случаи субъективных и ошибочных суждений, искажающий действительную успеваемость учащихся и снижающих воспитательное значение проверки. Объек​тивность проверки зависит от многих факторов. Среди них выделяют следующие: четкое выделение общих и конкретных целей обучения, разработанность требований к знаниям, умениям и навыкам учащих​ся, обоснованность выделения и отбора объектов и содержания про​верки, адекватность проверочных заданий целям проверки, обеспе​ченность методами обработки, анализа и оценивания результатов проверки, организованность проведения проверки и др. От решения этих вопросов во многом зависит объективность и качество проверки.
Под всесторонностью проверки понимается охват большого по содержанию проверяемого материала: это и усвоение основных идей данного курса, и усвоение учебного материала по определенным со​держательным, стержневым линиям курса, и знание учащимися от​дельных и существенных фактов, понятий, закономерностей, теорем, способов действий и способов деятельности. Ясно, что при таком оби​лии проверяемого материала усложняется методика составления за​даний, т. е. предъявляются повышенные требования к методике выде​ления  и отбора объектов проверки.
Под регулярностью подразумевается систематическая проверка, органически сочетающаяся  с самим учебным процессом.
Индивидуальность проверки требует проверки и оценки знаний, умений и навыков каждого ученика.
7.3. Формы, виды и методы проверки. 1) В соответствии с фор​мами обучения на практике выделяются три формы проверки: инди​видуальная, групповая (вместе с разновидностью — уплотненным опросом) и фронтальная (вместе с массовыми проверками).
При индивидуальной проверке каждый школьник получает свое задание, которое он должен выполнить без посторонней помощи. Эта форма проверки целесообразна в том случае, если требуется выяснить индивидуальные знания, способности и возможности отдельных уча​щихся. Каждый ученик показывает результаты самостоятельной умственно-практической деятельности. Учитель выявляет правиль​ность ответа, его последовательность, полноту и глубину, самосто​ятельность суждений и выводов, степень развития логического мышле​ния, культуру речи и т. п. Учитывая значение и многофункциональ​ность проверки, на практике стремятся охватить индивидуальной проверкой каждого ученика класса, причем неоднократно. (Из преж​ней практики обучения известны случаи, когда в целях экономии вре​мени не опрашивались слабые учащиеся, в результате они заметно отставали в своем развитии и зачастую становились второгодниками.) В связи с этим индивидуальная проверка всегда планируется: учи​тель намечает, когда, кого, с какой целью спросить, какие для этого использовать средства.
При групповой проверке класс временно делится на несколько групп (от 2 до 10 учащихся) и каждой группе дается проверочное за​дание. В зависимости от цели проверки группам предлагают одина​ковые задания или дифференцированные: проверяют результаты пись​менно-графического задания, которое ученики выполняли по двое, или практического, выполняемого каждой четверкой учащихся, или проверяют точность, скорость и качество выполнения конкретного задания (в форме дидактической игры или соревнования) по звеньям. Групповую форму организации проверки применяют при повторении с целью обобщения и систематизации учебного материала, при выделе​нии приемов и методов решения задач, при акцентировании внимания учащихся на наиболее рациональных способах выполнения заданий, на лучшем из вариантов доказательства теоремы и т. п. Оценивание в баллах групповой работы производится не всегда, иногда достаточно слова, отзыва, рецензии. Хорошо продуманная групповая проверка создает благоприятные возможности для развития и воспитания уча​щихся.
Иногда групповую проверку проводят в виде уплотненного опроса, когда несколько учеников отвечают устно у доски или письменно за партами. Письменные задания часто предлагают сильным учащимся с целью активизации их деятельности или синтезирования и система​тизирования учебного материала, который (после обсуждения полу​ченного результата в классе) будет активно использован на уроке. При устной проверке эффективен опрос в звене: одновременно вызы​ваются несколько учащихся, которые получают задания, логически связанные между собой. Последовательный ответ на них используется всем классом для повторения материала по  проверяемому разделу.
При фронтальной проверке задания предлагаются всему классу. В процессе этой проверки изучается правильность восприятия и по​нимания учебного материала, качество словесного, графического, предметного оформления, степень закрепления в памяти. Учителя ин​тересует сознательность в ответах учащихся, обоснованность и дока​зательность. Он наблюдает за аккуратностью выполнения заданий, вскрывает слабые стороны в знаниях учащихся, обнаруживает недо​четы, пробелы, ошибки в работах и ответах учащихся. Это позволяет ему вовремя  наметить  меры по их преодолению и устранению.
2) Основными видами проверки знаний, умений и навыков уча​щихся по математике является текущая, тематическая и итоговая про​верка.
Текущая проверка проводится в течение всего обучения, на каждом уроке, причем почти на каждом его этапе. В текущей проверке наибо​лее ярко проявляются все ее функции. Поэтому текущая проверка требует от учителя большего внимания, чуткости и тактичности: про​веряется правильность и осознанность каждого практического и позна​вательного действия ученика, его умений производить анализ, обосно​вывать производимые действия, выделять существенное в изучаемом, дифференцировать понятия, воспроизводить шаги преобразований или доказательств теорем, сохранять нужное в памяти, переходить на язык геометрический (графического изображения) или символиче​ский и т. п. Текущая проверка содействует отработке и шлифовке зна​ний и умений.
Оценивание при текущей проверке оказывает огромное воспита​тельное воздействие: объективная оценка может поддержать, под​бодрить ученика, поспешно выставленная — задержать, затормозить. Вообще оценка считается педагогически правильной, если она стиму​лирует дальнейшее развитие личности. Поэтому при оценивании сла​бых учащихся иногда используют отсроченный контроль, когда оцен​ку ставят им после усвоения проверяемых знаний (эффективность этого звена зависит и от умения учителя вести учет знаний, умений и навыков учащихся).
При тематической проверке выясняется усвоение учащимися основных положений темы. Здесь внимание уделяется выявлению уме​ний учащихся связно и последовательно излагать усвоенный матери​ал, умений обобщать, конкретизировать и систематизировать, умений применять знания при решении практических и познавательных задач.
Проведение тематической проверки во многом зависит от четкого выделения в теме основных разделов или подтем. Число подтем опре​деляет частоту этого вида проверки, и на практике она осуществляется через систему кратковременных контрольных или самостоятельных проверочных работ (все остальные самостоятельные работы являются чисто обучающими). На основе результатов тематической проверки, включая результаты контрольной работы по теме, выставляются оцен​ки за четверть, полугодие, учебный год.
Итоговая проверка носит более специализированный характер. Она проводится в форме экзаменов или годовых контрольных работ.
На итоговых испытаниях проверяются знания по важнейшим разде​лам и темам курса или курсу в целом: проверяется подготовленность учащихся к трудовой деятельности или продолжению обучения в старших классах, средних специализированных или высших учебных заведениях. Итоговые контрольные работы разрабатываются район​ными или городскими отделами народного образования, а экзамены проводятся по текстам или билетам республиканских министерств просвещения.
3) Среди методов проверки (способов изучения качества знаний, умений и навыков учащихся) выделяют устную проверку, проверку письменно-графических работ и проверку практических работ.
Устная проверка организуется по-разному в зависимости от ее цели (реализация определенных функций проверки на уроке) и от содержания проверяемого материала. Среди целевых установок проверки можно выделить следующие: проверить выполнение домаш​него задания, выявить подготовленность учащихся к изучению нового материала, проверить степень понимания и усвоения новых знаний, изучить уровни развития математической речи, свойств и качеств мыш​ления, сохранение изученного в памяти, проверить сформированность учебно-познавательных умений и навыков и др. В зависимости от со​держания она проводится по материалу предшествующего урока или по отдельным разделам и темам курса.
Методика устной проверки включает две основные части: а) со​ставление проверочных вопросов и их задавание и б) ответ учащихся на поставленные вопросы и слушание его.
Составление проверочных вопросов и заданий — важный элемент устной проверки. Качество вопросов определяется их содержанием, адекватностью выявляемого, характером выполняемых учащимися при ответе на вопросы умственных действий, а также словесной формули​ровкой.
При составлении вопросов всегда исходят из общеизвестного ди​дактического положения о том, что проверять следует те знания, ко​торые являются ведущими в данном курсе или относительно трудно усваиваются учащимися или которые необходимы для успешного усвоения дальнейших разделов и тем курса. На подбор вопросов ока​зывает влияние вид проверки: для уточнения содержания вопросов для текущей проверки необходим анализ связей изучаемого материала с ранее пройденным, а для тематической и итоговой проверки — выде​ление ведущих знаний и способов оперирования ими. Во всех случаях устную проверку считают эффективной, если она направлена на вы​явление осмысленности восприятия знаний и осознанности их исполь​зования, если она стимулирует самостоятельность и творческую ак​тивность учащихся.
Качество вопросов определяется и характером выполняемых уча​щимися при ответе на вопрос умственных действий. Поэтому среди проверочных заданий выделяют вопросы, активизирующие память (на воспроизведение изученного), мышление (на сравнение, сопоставле​ние, установление причинно-следственных связей, выделение суще​ственных признаков понятий, доказательство, обобщение, классификацию, конкретизацию и др.), речь (задания по проверке конкретных речевых навыков, умений использовать математическую терминоло​гию) и др. Большое значение имеют проблемные вопросы и вопросы, заставляющие применять полученные знания в практической деятель​ности (какие факты можно доказать, при наличии каких условий, для каких целей, как можно осуществить, какие имеются возможности, правомерность умозаключений и т. п.).
Качество устной проверки зависит от подбора, последовательности и постановки вопросов. В предъявляемой учащимся системе вопросов каждый из них должен быть целенаправленным и логически завершен​ным. Причем в одних системах на практике четко выделяют основной вопрос, требующий развернутого ответа ученика, и дополнительные вопросы, требующие более краткого ответа, но позволяющие более разнообразно и качественно выявить знания учащихся. В других си​стемах вопросы располагают в такой последовательности, чтобы ответ на один вопрос готовил учащихся к ответу на другой. Словесная фор​мулировка вопросов также влияет на их эффективность. Поэтому фор​мулируют вопросы предельно сжато, лаконично и точно (недвусмыс​ленно): учащиеся должны четко знать, какой материал они должны изложить, какие понятия, законы и способы действий раскрыть. Сами вопросы произносятся громко и отчетливо (даже если они проециру​ются на экран).
Второй составной частью устной проверки является ответ учащихся на поставленные вопросы и слушание его. В дидактической литературе выделяются два условия качественного выявления знаний: 1) предо​ставление учащемуся свободно, без помех со стороны учителя и клас​са, изложить имеющиеся у него знания по данному вопросу и 2) созда​ние обстановки, обеспечивающей наилучшую работу его интеллек​туальных сил. В процессе проверки учитель и класс предельно вни​мательно выслушивают ответ ученика — все замечания и комментарии делаются после его окончания. Ответ может быть прерван только в случае, если ученик не отвечает на вопрос, а уклоняется в сторону. При оценке ответа ученика обращают внимание на правильность и полноту ответа, последовательность изложения, качество речи. До​брожелательный тон, выдержка, вера в ребят, необходимая требова​тельность — таковы черты поведения учителя во время проверки.
Основными приемами устной проверки, широко используемыми в практике обучения математике, являются:
1.  Проверка ответов и сообщений по домашнему заданию.
2.  Проверка знаний, умений и навыков по ранее изученному мате​риалу, если учитель не уверен в прочности его усвоения.
3.  Проверка знаний по ранее изученному материалу, если он ак​тивно будет использоваться  при введении новых знаний.
4.  Проверка   усвоения   учащимися   теоретического  материала.
5.  Проверка усвоения умений и навыков: способов действий и спо​собов деятельности.
6.  Проверка уровня  развития  устной математической речи.
7.  Проверка уровня развития логического мышления учащихся: умений рассуждать, делать выводы, доказывать и обосновывать свои действия.
8. Проверка уровня развития свойств и качеств мышления.
Приемы устной проверки используются на различных этапах урока. Выбор тех или иных приемов во многом предопределяется целью и ло​гикой урока. Поэтому можно лишь в общих чертах описать исполь​зование приемов проверки на уроке. Так, например, на этапе введения учащихся в урок и подготовки их к изучению нового материала в опре​деленном сочетании и порядке активно используются приемы провер​ки домашнего задания, приемы проверки развития свойств мышления и речи, а также приемы проверки знаний и умений по ранее изучен​ному материалу, если он составляет базу для введения новых знаний. Иногда на втором плане у учителя стоит проверка материала, в проч​ности усвоения которого учащимися он не уверен. При умелой орга​низации проверки (в форме устного счета, математической разминки, математического диктанта и т. п.) учащиеся быстро «входят» в урок и успешно подготавливаются к изучению новых знаний.
Заметим, что проверять качество домашней работы надо обяза​тельно: оно является очень ценным для обучения математике видом самостоятельной работы. Вначале проверяется выполнение каждой части домашнего задания. В процессе проверки практических заданий в обиходе учителя используются вопросы: «Кто выполнил задание номер...?», «Какой получен ответ?», «У кого получился другой резуль​тат?» Информация о степени выполнения каждого задания (в некото​рых школах ее дают дежурные учащиеся) и знание их целевого назна​чения позволяют учителю верно установить необходимость проверки качества выполнения определенного задания (тогда учащиеся воспроиз​водят ход решения, каждое действие комментируют и обосновывают). Если на дом было задано осмысление и запоминание важного теорети​ческого материала (основные понятия, правила, теоремы, законы, ...) и необходимо проверить целостность его восприятия, то учитель ис​пользует индивидуальную форму опроса. В этом случае проверка про​ходит успешно, если учитель создает обстановку интереса к ответу, предлагая учащимся быть рецензентами, корректорами или редакто​рами ответа товарища.
На этапе ознакомления с новыми знаниями на уроке активно ис​пользуются приемы проверки усвоения учебного материала: изучение усвоения теоретического материала, умений, развития математиче​ской речи, логического мышления и др. На этом этапе предлагаемые учащимся вопросы располагают в таком порядке, чтобы они соответ​ствовали расположению учебного материала и более наглядно пока​зали логику данного учебного раздела. Учащимся также предлагают вопросы, с помощью которых контролируют запоминание материала, точность речи, правильность суждений, и задания- контрпримеры. С Целью проверки усвоения знаний и умений предлагают устные реше​ния проверочных заданий. Этот прием хорош тем, что за сравнительно небольшое время учащиеся выполняют большое число заданий, что содействует пониманию и глубокому усвоению содержания новых знании и умений.
На этапе закрепления знаний и умений используется каждый прием устной проверки. С помощью одних приемов материал повто​ряется, уточняется, приводится в систему, закрепляется в памяти, цель других — содействовать осознанию и закреплению связи изучаемого с пройденным материалом. Такая проверка становится и дей​ственным методом обучения.
Вторым широко применяемым в обучении математике методом проверки является проверка письменно-графических работ. Этот ме​тод служит тем же целям, что и метод устной проверки, но и имеет свои качественные особенности. Это большая объективность по срав​нению с устной проверкой (без эмоциональной окраски ответа и субъ​ективных первых впечатлений учащихся и учителя), охват нужного числа проверяемых (возможность проверки каждого ученика, несколь​ких учащихся или всего класса), экономия времени (при необходимо​сти опроса всех учащихся за небольшой промежуток времени), воз​можность ранжирования учащихся по уровню усвоения учебного ма​териала (при выполнении одинаковых заданий) и др.
Дидактические возможности метода письменной проверки очень велики. Именно с помощью письменных работ можно наиболее полно проверить знание теоретического материала (знание определений, зако​нов, правил, теорем, свойств, признаков, изученных доказательств и пр.), умение применять его к решению задач (преобразование выраже​ний, решение неравенств и уравнений, нахождение производных, вы​числение интегралов и т. п.), сформированность навыков (вычислитель​ные навыки, навыки решения задач с помощью уравнений, навыки пост​роения и анализа графиков, схем, диаграмм, таблиц, чертежей), овладение приемами учебной работы и др.
Методика письменно-графической проверки требует уделения осо​бого внимания вопросам подготовки, организации, проведения и ана​лизирования результатов этих работ.
При подготовке основное внимание уделяется вычленению цели проверки, отбору содержания и объектов проверки, составлению про​верочных заданий и самой проверочной работы. Зачастую вид про​верки помогает уточнить содержание этой работы, ее целевое назначе​ние. Большую помощь в составлении письменно-графических прове​рочных работ оказывают учебно-методические пособия «Книга для учителя», «Дидактические материалы», издающиеся для каждого клас​са, а также образцы проверочных работ, публикуемые в журнале «Ма​тематика в школе».
При организации проверочной работы учащимся сообщается, в каких тетрадях они будут ее выполнять, какие задания им предназна​чены (на карточках, по дидактическим материалам, на отдельных блан​ках и т. д.). При необходимости учащимся даются указания, как озаг​лавить работу, как оформить решение (какие действия следует обо- ' сновать и где ограничиться констатирующими записями), а также о времени выполнения работы. В процессе написания работы следует обеспечить полную самостоятельность ее выполнения каждым учени​ком и необходимые условия.
Наиболее важной  и трудоемкой  частью  письменно-графической проверки является анализирование работ учащихся. Тщательно про​веденный анализ позволяет глубоко изучить пробелы и достижения отдельных учеников, выделить типичные ошибки и основные затруд​нения учащихся, изучить причины их появления и наметить пути их устранения. Анализ во многом содействует организации текущего и тематического учета знаний и умений учащихся. Анализирование от​ветов учащихся эффективно в том случае, если оно проводится по опре​деленным схемам, в которых зафиксирована последовательность дей​ствий, производимых учащимися при выполнении проверочных зада​ний. Схемы для поэлементного анализа выполнения каждого задания проверочной работы разрабатываются различным образом. Приведем один из возможных вариантов.
Предположим, что в проверочную работу включено задание: «Постройте треугольник, симметричный данному относительно пря​мой, содержащей биссектрису угла треугольника». Вначале составля​ется оптимальный путь решения задания. Он в данном случае таков:
1.  Построение треугольника ABC (обозначение условное).
2.  Построение биссектрисы угла А — оси симметрии[image: image572.png]



3.Построение   симметричных   точек:[image: image573.png]
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4.  Соединение построенных точек.
Теперь составляется схема для анализа выполнения задания:
1.  Приступил к выполнению данного задания.
2.  Построил треугольник ABC.
3.  Верно построил биссектрису угла А.
4.  Верно построил симметричные точки:
а)  верно провел через точку прямую, перпендикулярную оси сим​метрии;
б)  верно отложил на прямой отрезки равной длины;
в)  верно построил образ точки А.
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5.Верно выполнил задание (выделил или записал треугольник
При анализе по этой схеме из поля зрения не выпадают учащиеся, для которых оно оказалось трудным (не приступили к выполнению задания), а в остальных случаях четко выделяются допущенные ошиб​ки. Если результаты проверочной работы зафиксировать в прямоуголь​ной таблице, в которой горизонтальные строчки отведены учащимся, а вертикальные — пунктам схемы анализа, то обзор заполненной таб​лицы покажет картину выполнения данного задания (обзор таблицы по всем заданиям работы — картину состояния знаний и умений по проверяемому разделу).
Большое значение для практики обучения имеет анализирование по вышеприведенной схеме тематических контрольных работ. Эти работы проводятся почти по каждому разделу изучаемого курса: в каждом классе, начиная с IV, выполняется от 12 до 24 работ за уче​бный год (результаты работ хранятся в школах в течение всего учеб​ного года). Данные анализа используются как для изучения уровня усвоения учащимися содержания определенного раздела, так и Для   изучения   качественных   изменений   знаний   и   умений   на протяжении учебного года, раскрытия динамики их усвоения, распре​деления учебного материала по степени трудности усвоения его раз​делов и т. п. Результаты контрольных работ могут быть использо​ваны органами просвещения для анализа качества знаний, умений и навыков учащихся, для создания «банка» педагогической инфор​мации, для выделения путей дальнейшего совершенствования школь​ного обучения.
Важное место в системе методов проверки занимает метод проверки практических работ. С помощью этого метода получают данные об умении учащихся применять полученные знания при решении прак​тических задач, пользоваться различными таблицами, формулами, средствами малой механизации вычислительных работ, простейшими электронными вычислительными машинами, чертежными и измери​тельными инструментами, приборами и т. п.
Указанный метод имеет по сравнению с другими методами свои особенности. Это связано с тем, что здесь проверяются не только зна​ния и соответствующие умения и навыки, но и умения и навыки поль​зования приборами, таблицами, инструментами и другими средствами. В результате учитель получает отчет ученика, в котором приводится только результат или схематически описаны план практической рабо​ты и ее результаты. Это несколько затрудняет проверку и оценку каж​дого действия ученика. Поэтому на практике в проверочное задание «вкладывают» алгоритм его выполнения, что позволяет осуществить проверку правильности произведенных школьником действий.
В каждом классе, начиная с IV, в течение учебного года проводит​ся около 10 практических работ. Эти работы разноплановые: одни являются обзорными по пройденной теме, другие направлены на за​крепление новых знаний и выработку практических навыков, третьи предшествуют изучению нового материала. Все работы проверяются, но оцениваются по-разному: по результатам обзорных работ оценки выставляются в журнал, по результатам тренировочных работ можно выставить лишь положительные отметки (остальным учащимся оцен​ка ставится после получения положительного результата), а резуль​таты работ подготовительного характера могут оцениваться в виде ре​цензии учителя. При этом учитель отмечает точность и тщательность выполнения задания и проявленную при этом активность учащихся.
7.4. Средства проверки. К средствам проверки относятся вопросы, задачи и другие задания, с помощью которых выявляются знания, умения и навыки учащихся. В настоящее время разработке средств проверки уделяется значительное внимание: создаются и распростра​няются такие средства, которые не требуют больших затрат времени на подготовку, проведение и обработку результатов. Среди них выде​ляются как машинные, так и безмашинные средства проверки. Среди машинных устройств получили распространение классы автоматизи​рованного контроля знаний с применением контролирующих техниче​ских средств (АК, АМК-1, «Орленок», УГК, «Диск-18», «Ласточка» и др.) или информационно-контролирующих средств (в виде индивиду​альных обучающих машин и устройств типа тренажеров).
Контролирующие технические средства предназначены для текущей и тематической проверки знаний и умений учащихся. Они содей​ствуют организации фронтальной проверки, оперативному получению информации о степени понимания и усвоения определенной части учеб​ного материала, активизации умственной деятельности каждого школьника. По своему принципу они рассчитаны на использование разнообразных проверочных заданий, ответы на которые учащиеся дают совершенно без кодирования или с предварительным кодирова​нием в виде определенной последовательности цифр. Наиболее актив​но используются проверочные задания с выбором ответа: учащимся предъявляется задание с несколькими ответами или результатами, из которых они выбирают правильный и вводят в контролирующее устройство через пульт, имеющийся на каждом ученическом столе. Предъявляемые учащимся проверочные задания или их системы перед опросом предварительно записываются на доске, специальном плакате или на кодопозитиве.
Некоторые контрольно-обучающие устройства предоставляют каж​дому ученику возможность проконтролировать правильность выпол​ненных им операций. Ученики сравнивают свои результаты с ответом, предварительно заложенным учителем в машину, что обеспечивает организацию самоконтроля знаний.
Среди безмашинных средств проверки в практике обучения актив​но используются кратковременные устные и письменные проверочные работы, математические диктанты, контрольные работы на один или два урока и др. Эти средства проверки достаточно хорошо разработаны и освещены в учебно-методической литературе, в дидактических мате​риалах для учителя. В комплексе средств проверки широко исполь​зуются отдельные вопросы, задачи и задания, многие из которых из​готавливаются в виде таблиц, карточек-заданий с печатной основой, матриц, заданий с выбором ответа и т. п. Эти средства проверки раз​рабатываются для каждого класса и освещаются через методическую печать.
Все средства проверки, являясь составной частью средств обуче​ния, призваны содействовать не только выявлению знаний, но и орга​низации их усвоения и управлению учебно-познавательной деятель​ностью учащихся. Поэтому одной из важнейших задач совершенство​вания методики проверки, а следовательно, и методики обучения является оснащение учебного процесса эффективными средствами про​верки и методикой использования этих средств на уроках математики.
§ 8. СПЕЦИФИКА ОРГАНИЗАЦИИ ОБУЧЕНИЯ 

МАТЕМАТИКЕ В ШКОЛЕ ПРОДЛЕННОГО ДНЯ

Школа с продленным днем — это общеобразовательная школа, обе​спечивающая значительное усиление общественного воспитания и все​стороннего развития детей путем работы с ними в течение целого дня и организации единого целенаправленного учебно-воспитательного процесса [14, 28].
Режим работы таких школ характеризуется особенностями, кото​рые оказывают свое влияние и на организацию обучения математике.
1. Весь учебный процесс проходит в школе, а потому может быть обеспечен квалифицированным руководством со стороны учителей и воспитателей  на  всех  этапах  деятельности  учащихся.
2.  Организация процесса обучения в школе позволяет использо​вать всю материальную базу школы.
Проведение уроков математики можно планировать не только в кабинете, но и в школьных мастерских. При выполнении домашних заданий можно использовать кабинеты школы, библиотеку, техниче​ские средства обучения и др.
3. Режим учебной деятельности в школах продленного дня харак​теризуется делением процесса обучения в основном на две организа​ционные формы: урок и внеурочную работу, включающую самопод​готовку.
Вся учебно-воспитательная работа проводится педагогами, ква​лифицированное руководство которых позволяет организацию и прове​дение уроков математики и внеурочной работы объединить в единый учебный процесс и предусмотреть разнообразные формы деятельности учеников по предмету.
Самоподготовка учащихся проводится во второй половине дня — в специально отведенное время для выполнения домашних заданий.
8.1. Примерная организация обучения математике в школе про​дленного дня.
Первая   половина   дня
Урок математики под руководством учителя. Основные  этапы  урока:
1)  Проверка домашнего задания.
2)  Изучение новых знаний.
3)  Организация тренировочных упражнений по образцу, данному учителем, или по образцу в учебнике с целью первичного закрепления новых знаний, формирования умения применять эти знания на прак​тике при решении задач.
4)  Задание для самостоятельной домашней работы, инструктирова​ние учащихся к выполнению задания.
Вторая   половина   дня
1)  Обед,   прогулка.
2)  Самоподготовка, выполнение домашних заданий.
3)  Внеклассные мероприятия: экскурсии, занятия математического кружка,   лекции,   консультации   по  математике.
I. Тема  урока:   «Введение понятия «процент».
План   урока
1.  Сообщение учителя о значении темы.
2. Повторение правил умножения целого числа на десятичную и обыкновенную дроби (математический диктант).
3. Самостоятельная работа с книгой по новому материалу.  Введе​ние, понятия процента, решение устных задач на нахождение процента от  числа.
4. Выполнение упражнений письменно на применение нового ма​териала.
5. Домашнее задание. Разъяснение заданий. Задания дифференци​рованы по сложности. Они включают в себя упражнения:
а)  на нахождение процента от числа;
б)  повторение действий с десятичными дробями;
в)  решение усложненных задач на проценты;
г)  дополнительные задания для сильных учащихся (по желанию).
6.  Обобщение итогов урока. Оценка работы учащихся.
II. Самостоятельная работа по выполнению домашнего задания по теме «Проценты» (в специально отведенное время для самостоятель​ной подготовки во второй половине дня).
План занятий
1.  Разъяснение   заданий.   Указание   способов   самопроверки.
2.  Организация выполнения заданий учащимися, инструктирова​ние, корректирование и контроль со стороны воспитателя (учителя). Организация помощи со стороны более сильных учащихся.
3.   Проверка выполнения работы.
4.  Индивидуальные консультации сильных учащихся.
Как видно, в школе с продленными группами учебный процесс осуществляют два педагога: учитель математики, который организует урок математики, консультации по подготовке учащихся к изучению нового материала, занятия математических кружков и другие формы; воспитатель же организует самостоятельную работу учащихся по вы​полнению заданий. Осуществляя руководство самостоятельной рабо​той учащихся по математике, воспитатель знает тему, которую учени​ки изучили на уроке, знает номер пункта и номера задач в учебнике. Но воспитатель не знает степень усвоения нового каждым из учащих​ся, не знает их затруднения, недостаточно владеет совокупностью приемов, которые применяет учитель математики. В силу этого не​обходимы специально разработанные задания, методические рекомен​дации в помощь воспитателю. Наиболее выигрышными в этом плане могут выступать программированные задания, когда воспитатель мо​жет осуществить контроль и проверить правильность решения.
С целью помощи учащимся в самостоятельном выполнении заданий значительное место может быть отведено заданиям с указаниями к решению, кодированным самостоятельным работам.
Например, при проверке умения выполнять действия над натураль​ными числами используют такие самостоятельные работы:
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Если ученик правильно выполнит действия, то результат находит в списке ответов и приступает к выполнению следующего действия. Если ответа нет, то действие выполнено неправильно. Это сигнал уче​нику проверить это действие, найти ошибку.
Результат 160 680 ученик находит в строке ответов и выписывает соответствующий код «0». Так же поступает и дальше.
Выписывая по порядку цифры кодированного ответа каждого дей​ствия, ученик получает код результата решения всех примеров.
Код ответа: 03 657.
Применение таких заданий помогает ученику организовать само​проверку, вовремя обратиться за разъяснением к товарищу или учи​телю.
Одной из характерных особенностей школы продленного дня преж​де всего является усиление контакта учителя с уче​никами. Часто руководство группами продленного дня админи​страция школы старается поручить учителям, ведущим уроки матема​тики, русского языка и других дисциплин. В этом случае появляются дополнительные возможности для общения учителя математики со своими учениками.
Работая в группе продленного дня, учитель математики имеет большую возможность, чем только на уроке, активизировать деятель​ность школьников, их внимание при выполнении ими самостоятельной домашней работы, при этом предупредить появление ошибок, при​учить к систематической работе над выполнением заданий по матема​тике, усилить работу по воспитанию целеустремленности, инициативы и ответственности за порученное дело.
Работа учителя на самоподготовке тесно связана с его работой на уроке. Учитель знает учеников, кому и как помочь, может оценить работу каждого ученика в целом, проанализировать свою работу на уроке.
Отсюда второй особенностью обучения математике в условиях школы продленного дня является усиление индивидуа​лизации и дифференциации обучения. При вы​полнении самостоятельной работы по математике учитель оказывает дифференцированную помощь слабым ученикам, инструктирует от​дельных учащихся, направляет их деятельность, постоянно осущест​вляет контроль. При этом повышается ответственность учителя за знания учеников и ответственность самих учащихся. При такой орга​низации обучения ученик уже не может прийти на урок с невыполнен​ным домашним заданием и получить двойку за домашнее задание. В связи с этим при обучении математике учитель ведет большую инди​видуальную работу.
В условиях организации учебных групп продленного дня при вы​полнении самостоятельной работы по математике ученики получают
квалифицированную помощь со стороны учителя, имеют возможность получить консультацию со стороны товарищей. Взаимопомощь позво​ляет учащимся выйти из затруднений, она чаще, чем в других учеб​ных предметах, необходима в математике и полезна в воспитатель​ном плане.
При этом индивидуализирован и темп работы учащихся. У другой части школьников освобождается время для занятий по интересам, для решения занимательных задач, чтения научно-популярной математи​ческой литературы.
Особое внимание следует обращать на учащихся с замедленным тем​пом работы и планировать их работу таким образом, чтобы ученики успевали выполнять ее в школе. Очень строго следует следить учителю и воспитателю за тем, чтобы не было перегрузки домашними зада​ниями.
Следующей особенностью организации самостоятельных работ при обучении математике в школе продленного дня является усиление их практической направленности творческими элементами, способ​ствующими развитию исследовательской деятельности школьников.
Обучение математике в школе продленного дня позволяет органи​зовать самостоятельную деятельность школьников в мастерских. Связь с практикой усиливает интерес учащихся к математике, способ​ствует развитию межпредметных связей.
Так, например, уроку геометрии в VI классе на тему «Построение треугольника по двум углам и стороне между ними» может предшест​вовать практическая работа в мастерской на уроке труда по изготов​лению двух треугольников из фанеры и картона, необходимых в даль​нейшем на уроке математики.
В VII классе при изучении трапеции можно дать задание найти в мастерской части машины, деталей, имеющие в сечении форму трапе​ции, начертить найденные виды трапеций в виде эскиза в тетради.
В библиотеке школы ученики могут прочитать исторический ма​териал, связанный с изученной темой, порешать старинные задачи, головоломки, познакомиться с новой литературой. Все это способ​ствует формированию интереса у школьников к обучению математике, повышает уровень их самостоятельности.
8.2. Формы обучения. Учителя, работающие в группах продлен​ного дня, заботятся об организации систематической работы школь​ников по подготовке уроков, о том, чтобы увлечь каждого ученика твор​ческими делами, о возможности удовлетворения их интересов.
Отсюда получили применение при обучении математике в школах продленного дня   следующие  организационные  формы  работы:
а)   урок математики;
б)   самостоятельная работа по выполнению домашних заданий во время  самоподготовки;
в)   консультации;
г)  экскурсии;
д)  математические кружки;
е)  самостоятельная работа в библиотеке с научно-популярной ма​тематической литературой и др.
Все эти формы не новые. Но в условиях школ нового типа органи​зация и выбор всех форм наиболее целенаправленны и рассматриваются в тесной взаимосвязи.
В условиях работы школ продленного дня урок как основная организационная форма учебных занятий дополняется многообразной системой форм внеурочных занятий. Здесь происходит перенесение отдельных видов деятельности учащихся в более благоприятные ус​ловия, способствующие большей эффективности усвоения учебного материала. В этих условиях важная роль отводится таким видам ра​боты, как консультации преподавателей (или товарищей).
Консультации как организационная форма учебной деятельности учащихся носит целенаправленный характер. Основное дидактиче​ское ее назначение — анализ познавательного опыта самим учеником, преодоление затруднений с целью определения направления деятель​ности на глубокое изучение отдельных разделов программного курса математики.
Причинами затруднений могут быть недостаточное усвоение ма​териала на уроке, пробелы в знаниях за прошлые годы, неумение осуществлять перенос разных способов деятельности в новые кон​кретные ситуации при изучении нового материала и решении задач.
Во время консультации учитель предлагает ученику объяснить, где искались ответы на возникшие вопросы, что было проделано для преодоления трудностей.
Затруднения учащихся устраняются на консультации разными спо​собами, например путем:
а)  анализа  содержания   примеров  и  задач;
б)  непосредственного разъяснения;
в)  указания источников, к которым должен обратиться сам уче​ник;
г)  совместного обсуждения плана работы при углубленном изу​чении отдельных вопросов программы и т. д.
Консультации по математике могут носить индивидуальный, груп​повой или коллективный характер в зависимости от сложности изу​чаемого материала.
В практике школы продленного дня важное значение имеют груп​повые консультации. В группы объединяются учащиеся, имеющие оди​наковые пробелы в знаниях или проявляющие интерес к изучению то​го или иного раздела или вообще к математике.
На индивидуальной консультации ученик получает совет и по​мощь. В индивидуальной беседе ученик рассказывает о своих увлече​ниях, стремится получить поддержку, одобрение со стороны учителя, помощь в разработке плана своих действий. Советы учителя помогают определить ему направление работы, наметить пути к достижению ре​зультата, к решению задачи.
Изменяется место (в системе обучения) функции проверки и опен​ки знаний. Они в данных условиях расширяются (например, в целях выработки у учащихся умения трудиться ритмично, регулярно в те​чение длительного периода времени, умения правильно распределять время).
Выбор форм работы, их сочетаний зависит от особенностей изуча​емого материала, от дидактических целей урока, от возрастных осо​бенностей учащихся и условий организации обучения в группе про​дленного дня.
В практике работы школы продленного дня (групп и классов с продленным днем) накоплен значительный опыт по организации учеб​ного процесса.
Здесь представлен лишь один из возможных вариантов, наиболее благоприятный в современной школе.
Следует отметить, что работу по обучению математике необходи​мо рассматривать как одно из важных звеньев комплекса всей учебно-воспитательной работы в школе продленного дня.
§ 9. СПЕЦИФИКА ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ

В ВЕЧЕРНЕЙ (СМЕННОЙ) 
СРЕДНЕЙ ОБЩЕОБРАЗОВАТЕЛЬНОЙ ШКОЛЕ

В нашей стране завершается переход ко всеобщему среднему обра​зованию. Большой вклад в его практическое осуществление вносят вечерние средние школы. За последние три пятилетки в системе ве​чернего обучения получили среднее образование без отрыва от про​изводства 16 млн человек. «Каждому молодому труженику — сред​нее образование» — таков девиз нашего времени.
Всего в вечерних школах существует четыре типа учебных планов: для очной и заочной форм обучения, рассчитанных на 36 недель, а для очной в сельской местности и классов мастеров — на 28 недель. В вечерних школах предусмотрена возможность обучения с V по XI класс, а в классах мастеров — с IX по XI. В учебных планах значи​тельное место отводится математике. Это связано с тем, что обучение математике, как отмечается в школьных программах, призвано содей​ствовать повышению общего культурно-технического уровня работа​ющей молодежи, более глубокому пониманию ими техники, техноло​гии и экономики своего производства, повышению производственной квалификации и увеличению производительности труда, расширению творческой деятельности, активности и инициативы в области рациона​лизации производства, изобретательства, новаторства и применения передовых методов труда, продолжению обучения в средних специ​альных и высших учебных заведениях.
Программы по математике для вечерних школ основываются на базисной программе по математике. В программах находят свое от​ражение ведущие идеи и методы современной математики. Они учиты​вают и специфические особенности обучения молодежи без отрыва их от производства: имеют большую направленность на связь обучения с трудовой деятельностью и профессиональными интересами учащих​ся, с их жизненным и производственным опытом.
Программы по математике подкрепляются учебно-методической литературой для учителя, дидактическими материалами и специаль​ными учебными пособиями для учащихся вечерних школ. Эти пособия в большей мере содействуют самостоятельному овладению учащимися программным материалом по математике. При заочной форме обуче​ния значительную помощь в организации изучения материала оказы​вают также разрабатываемые «Задания для учащихся-заочников».
Учебные занятия в вечерней школе проводятся в основном по классно-урочной системе. Отличие в организации учебной работы со​ставляют лишь заочные школы, где основными формами занятий яв​ляются групповые и индивидуальные консультации, выполнение са​мостоятельных работ и зачеты. Учебные занятия организуются так, чтобы при изучении математического содержания у учащихся форми​ровались умения и навыки рационального учебного труда. Это важно потому, что в вечернюю школу приходят учащиеся, имеющие различ​ную подготовку и длительность перерыва в учебе. В связи с этим на первых уроках уделяется особое внимание выявлению и ликвидации пробелов в знаниях и умениях учащихся по различным разделам школь​ного курса математики. На это нацеливают и программы, предусмат​ривающие в каждом классе повторение базовых знаний и умений в начале учебного года (вводно-коррективные разделы) и определяющие уровень знаний, умений и навыков при завершении обучения в дан​ном классе.
На уроках в вечерней школе больший удельный вес приходится на этапы изучения новых знаний и формирование соответствующих уме​ний и навыков. Уделяется особое внимание мотивации изучения но​вых знаний, их использованию в науке и практике, развитию интере​са к предмету и его методам. Изучение нового материала строится так, чтобы учащиеся одновременно повторяли и закрепляли в памяти прой​денный ранее учебный материал. Кроме того, учитель систематически и последовательно развивает логическое мышление, воображение и волю учащихся, вооружает их умениями и навыками учебной работы, приемами самообразования, совершенствует культуру чтения, устную и письменную математическую речь.
Почти на каждом уроке проводятся самостоятельные работы. Эти работы в основном обучающего характера и направлены на формирова​ние умений производить анализ изучаемого материала, умений выде​лять в нем существенное, обосновывать шаги преобразований и дока​зательств теорем, находить способы и методы решения практических и познавательных задач. Большую помощь в педагогическом руковод​стве самостоятельной работой учащихся на уроках и особенно на груп​повых и индивидуальных консультациях оказывают специально раз​работанные дидактические материалы: карточки-задания для само​стоятельных работ по всем вопросам курса в нескольких вариантах, тренировочные и обучающие дидактические материалы (карточки-инструкции для самостоятельного изучения того или иного раздела курса, карточки-информаторы с доступным и кратким изложением теоретического материала, образцы выполнения заданий, алгоритми​ческие предписания и эвристические схемы, карточки-задания на вы​деление способов оперирования изученным материалом и др.), ком​плексы карточек-заданий для самостоятельных проверочных, кон​трольных работ и зачетов.
Для   организации   самостоятельной  работы  учащихся-заочников
разрабатываются   установочные материалы,   в  содержание  которых входят:
1)  темы зачетов, календарные сроки их подготовки и сдачи;
2)  требования к знаниям, умениям и навыкам по зачетному раз​делу;
3)  учебный материал: какие главы, пункты и параграфы необхо​димо изучить, какие письменные или практические работы выпол​нить, какую дополнительную литературу прочитать;
4)  дидактические   материалы:   образцы   выполнения   письменных работ, отдельных заданий, рекомендации по изучению материала;
5)  вопросы для самопроверки, а также некоторые задания учебно-исследовательского  или творческого характера,   предлагаемые уча​щимся с целью активизации их мышления.
Зачеты в вечерней школе являются не только формой итогового контроля знаний, но и носят обучающий характер. В ходе зачета вы​являются действительные знания и умения учащихся, отмечаются успехи и достижения, обнаруживаются пробелы и затруднения уча​щихся, проводится работа по их преодолению, намечается программа по закреплению изученного материала. Зачет, таким образом, стано​вится отправным моментом для дальнейшего совершенствования зна​ний, для развития познавательных интересов и способностей уча​щихся.
Велико значение в вечерней школе и заключительного повторения. Здесь используются дидактические материалы, способствующие си​стематизации и углублению знаний, успешной подготовке к экзаме​нам. Это различного рода повторительно-обобщающие таблицы, свод​ные таблицы свойств и графиков функций, таблицы законов и свойств математических действий, информаторы с анализом решений задач прошлых выпускных и вступительных экзаменов в вузы и др. Нали​чие таких материалов позволяет учителю не только проводить инди​видуальные и групповые консультации, но и организовывать коллек​тивную,   групповую   или   индивидуальную   учебную   работу.
§ 10. ОСОБЕННОСТИ ОРГАНИЗАЦИИ  РАБОТЫ 
ПО МАТЕМАТИКЕ В СРЕДНИХ ПРОФТЕХУЧИЛИЩАХ

Специфика учебного процесса в профтехучилище заключается прежде всего в органическом единстве теоретического и производствен​ного обучения, поэтому требует применения самых разнообразных спо​собов взаимодействия обучающего и обучаемых.
Многолетний передовой педагогический опыт, накопленный работ​никами профтехучилищ нашей страны, показал, что классно-урочная система, разработанная с учетом требований специфики профтехобра​зования и положенная в основу теоретического обучения, способствует достижению наибольшего педагогического эффекта.
Первоочередная задача общего образования в средних профтех​училищах заключается в том, чтобы сформировать у учащихся определенную систему знаний основ наук, которая позволила бы им глуб​же овладеть содержанием специальных предметов, определенных учеб​ным планом и квалификационными характеристиками, в дальнейшем совершенствовать свое профессиональное мастерство. Опыт показы​вает, что эффективность обучения учащихся в средних профтехучили​щах значительно повышается, если подойти к организации процесса обучения дифференцированно. Это значит, что достижение конечных целей обучения — формирование прочных, осознанных, действенных, системных знаний — возможно лишь при последовательном детальном рассмотрении промежуточных, общих и частных дидактических целей. В результате такого подхода процесс обучения осуществляется как бы на определенных уровнях, отличающихся друг от друга как повы​шением сложности содержания дидактических целей, так и результа​тами их достижения.
На каждом из уровней выдвигаются и реализуются конкретно цели, учитывающие:
а)  предшествующую математическую подготовку учащихся (объ​ем и качество знаний, умений и навыков);
б)  индивидуальные особенности учащихся.
В процессе организации обучения в средних профтехучилищах це​лесообразно выделить три уровня обучения, на каждом из которых реализуются   промежуточные   дидактические   цели.
На I уровне: накопление фактических знаний — усвоение мате​матических понятий, законов, теорий по предмету; выработка умений применять полученные знания по образцу; приобретение вычислитель​ных навыков.
На II уровне: углубление знаний (в том же объеме) о понятиях, законах, теориях; выработка умений приобретать новые знания и применять их в новых условиях.
На III уровне: увеличение объема и углубление математических знаний; выработка умений самостоятельно приобретать новые знания и применять их при решении творческих задач; приобретение само​стоятельных навыков оперирования математическим аппаратом, кон​струирования учебных проблем.
Для достижения указанных промежуточных целей необходимо вы​делить основные элементы системы научных знаний, умений и навы​ков, которые должны быть сформированы в процессе организации обучения  на каждом уровне по конкретной теме.
Реализация промежуточных дидактических целей и формирова​ние системы научных знаний, умений и навыков учащихся в процес​се организации обучения на каждом уровне предполагают применение различных методов и форм работы с учащимися.-
На I уровне сообщение учебного материала осуществляется пре​имущественно объяснительно-иллюстративным методом во всех его проявлениях: широко используются наглядные пособия. В процессе закрепления и приобретения умений и навыков оперирования зна​ниями по образцу применяется репродуктивный метод. В ходе провер​ки знаний необходимо установить фактическое усвоение учащимися понятий, законов, теорий, научных фактов, умение оперировать ими
по образцу. Надо иметь в виду, что при организации процесса обуче​ния на I уровне не следует на нем задерживать учащихся длительное время, ибо длительное применение репродуктивных методов неизбеж​но ведет к снижению умственной активности учащихся, к формально​му усвоению знаний.
Наиболее эффективным методом, способствующим развитию ум​ственной активности учащихся на II уровне, является частично-по​исковый метод, который в значительной степени способствует разви​тию самостоятельности при анализе и решении учебных проблем, а также использованию конкретного учебного материала на практике.
Для осуществления целей проверки II уровня обучения эффектив​ными являются следующие методы: эвристическая беседа, самопровер​ка работ учащихся, творческие письменные работы, рефераты, неслож​ные .задачи   практического   содержания.
В ходе организации учебного процесса на II уровне обучения уча​щиеся приобретают прочные, осознанные, достаточно системные знания.
Вместе с тем организация теоретического обучения в среднем проф​техучилище должна обеспечить подготовку рабочих высокой квали​фикации, способных творчески мыслить. Такую подготовку учащиеся приобретают в результате организации обучения на III уровне.
Основными методами на этом уровне являются частично-поиско​вый и исследовательский. С их помощью учащиеся приобретают пол​ноценные, осмысленные, оперативно используемые знания, у них фор​мируются элементы творческого подхода к использованию получен​ных знаний в производстве.
Проверка знаний, умений и навыков на III уровне обучения осу​ществляется преподавателем в процессе наблюдения за их работой.
Поскольку в профессионально-технических училищах, готовящих квалифицированных рабочих со средним образованием, обучение про​фессии и изучение основ наук составляет единый учебно-воспитатель​ный процесс, на протяжении всего периода обучения ведущее место в нем должно принадлежать межпредметным связям в преподавании предметов профессионального и общеобразовательного циклов. Связь преподавания математики с практической деятельностью учащихся предусматривает использование производственно-технического мате​риала специальных дисциплин для углубления и расширения обще​образовательных знаний посредством решения задач, составленных на этом материале.
Решение таких задач во многом способствует развитию у учащихся умения применять свои знания на практике и повышает интерес к изу​чению математики.
Поэтому, чтобы умело устанавливать межпредметные связи в пре​подавании математики и спецдисциплин, преподавателю математики необходимо ознакомиться с учебным планом и программами по каждой спецдисциплине и уяснить тот математический аппарат, с помощью ко​торого формируются профессиональные знания.
При отборе соответствующего материала специальных дисциплин следует распределить его по темам и найти формы, в которых этот материал может быть наиболее эффективно использован в   препода​вании  математики.
Решение задач с производственным содержанием требует опреде​ленной методики, основные принципы которой, на наш взгляд, состоят в следующем:
1.  Содержание задачи должно соответствовать определенной теме изучаемого курса математики.
2.  Содержание задачи должно отражать современный уровень раз​вития техники, производства.
3.  Условие задачи не должно содержать большого количества не​знакомых учащимся терминов, должно быть по возможности кратким и доступным для понимания.
4. Решению задачи должно предшествовать понимание техниче​ского содержания, терминологии. Математический смысл не должен растворяться в техническом содержании.
5.  Задачи с производственным содержанием часто сопровождаются усиленной вычислительной частью, поэтому для ее выполнения сле​дует пользоваться техническими средствами либо давать готовые про​межуточные результаты (в зависимости от поставленной цели обуче​ния).
6.   К некоторым задачам целесообразно (по усмотрению препода​вателя) иметь готовые чертежи, рисунки, модели, использование ко​торых позволяет экономить время и пробуждает интерес учащихся. Например,  в  качестве моделей  можно  использовать части  машин, станков, оборудования из окружающей учащихся обстановки, которые являются как бы «естественными наглядными пособиями».
7.  Задачи,  составленные на материале специальных   дисциплин, должны быть органической составной частью системы задач и упраж​нений   по   математике.
При составлении задач и упражнений на материале спецдисцип​лин преподаватель математики испытывает некоторые затруднения. С одной стороны, не все темы из школьного курса математики имеют потенциальную возможность обогащения задачами и примерами прак​тического содержания. С другой стороны, не все специальные предме​ты поддаются «математической обработке» (в рамках школьного курса) и могут дать фактический материал для составления математических задач.
В настоящее время созданы специальные сборники задач по мате​матике для средних профтехучилищ, в которых представлены задачи с производственным содержанием по группам профессий (см. [8], [9], [31], [34]).
Использование такого рода задачников позволяет учителю мате​матики детально разрабатывать тематические планы с указанием кон​кретных задач производственного содержания и дает возможность обзора целой системы таких задач и выбора соответствующей методики их использования.
Важным фактором успешной организации учебно-воспитательного процесса в средних профтехучилищах является   преемственность в работе преподавателей математики профтехучилищ и общеобразова​тельных  школ.
В условиях среднего профтехучилища, где учебные группы ком​плектуются из выпускников восьмых классов разных школ, особое внимание приобретает изучение уровня подготовки учащихся, выяв​ление пробелов в знаниях и их ликвидация, «выравнивание» знаний по наиболее важным разделам и темам программы по математике.
Эффективным средством определения уровня знаний учащихся по математике является проведение контрольных работ по мате​риалу восьмилетней школы, в которых сосредоточено внимание на основных понятиях и узловых вопросах курса, важных для овладения новыми темами и имеющих прикладное значение.
Наряду с этим преподаватели осуществляют мероприятия по лик​видации существенных пробелов в знаниях отдельных учащихся. Для этого анализируются ошибки, допущенные учащимися в проверочных письменных работах, а также их устные ответы и выполнение домаш​них заданий; учитель ведет тематический учет знаний недостаточно подготовленных и неуспевающих учащихся, причем целесообразно индивидуализировать не только классные, но и домашние задания с обязательной проверкой и оказанием необходимой помощи.
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Глава VII СРЕДСТВА ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ

В процессе обучения математике используются разнообразные средства обучения. Они должны составлять единый комплекс, осно​вой которого является учебник математики. Все остальные средства обучения, предназначенные для лучшего усвоения школьного курса математики, должны быть тесно связаны с учебником, разъяснять и развивать идеи учебника, служить общим (с учебником) целям форми​рования у учащихся прочных, стойких и пластичных математических знаний, умений и навыков.
К средствам обучения относятся дидактические материалы, справоч​ная и другая математическая литература для школьников, наглядные и технические средства обучения математике и др.
Содержание, назначение и методика применения средств обучения математике рассмотрены в этой главе.
§ 1. УЧЕБНИК МАТЕМАТИКИ

1.1. Назначение учебника математики. Учебник математики — книга, излагающая основы научных знаний по математике в соответ​ствии с целями обучения, определенными программой и требованиями дидактики.
Применительно к уровню образовательной подготовки учащихся в учебнике фиксируются объем и система знаний, подлежащих изу​чению.
Содержание и построение учебника определяются задачами пре​подавания математики в средней школе и спецификой предмета.
В связи с этим учебник математики должен:
а)  содействовать  формированию   диалектико-материалистического мировоззрения,   развитию  логического  мышления;
б)  давать систематическое,  научно обоснованное, доступное для учащихся данного возраста изложение основных теоретических сведе​ний по математике;
в) включать достаточное количество разнообразных задач и упраж​нений, расположенных в целесообразной с методической точки зрения последовательности.
В силу своего назначения в системе средств обучения учебник является ядром, вокруг которого группируются все другие учебные средства.
Своим   содержанием   и   методическим   аппаратом   он   оказывает решающее влияние на мышление учащихся, на развитие памяти, интере​са,  на   выработку умения самостоятельно работать с учебником.
Анализ предъявляемых к учебнику по математике требований при​водит к выводу о том, что эта книга не имеет одного определенного адресата.
Прежде всего она предназначена ученику, так как содержание текста, подбор примеров, язык, уровень формализации и т. д. рассчи​таны непосредственно на ученика соответствующего возраста. Вместе с тем в учебнике легко обнаружить и такой материал, который не является необходимым для ученика в условиях классно-урочной си​стемы обучения, однако он необходим учителю для организации учеб​ного процесса. Этот материал позволяет учителю увидеть методиче​ский замысел автора и эффективно реализовать его. Таким образом, вторым адресатом учебника является учитель. Кроме того, учебник используется и другими лицами, такими, как представители админи​страции школы, родители, однако основными потребителями учебника являются ученик и учитель.
Различные учебники по математике отвечают различным требова​ниям и, как правило, в большей или меньшей мере удовлетворяют за​просам главных адресатов (ученика и учителя).
Например, структура учебника «Геометрия, 6—10» А. В. Погорелова в большей мере отвечает потребностям ученика, пользующегося этой книгой после объяснения учителя. В этом состоит одна из его ме​тодических особенностей
. Названный учебник отличают компактность изложения, систематический показ способов решения основных задач, выделение основного материала, отсутствие мелких деталей. Вполне понятно, что такая структура учебника предполагает полную самосто​ятельность учителя по организации усвоения материала учащимися.
Примером учебника, наиболее полно отвечающего потребностям учителя, может быть названа книга В. Л. Гончарова «Начальная ал​гебра», в которой при изложении каждого вопроса объяснительный текст разбивается на небольшие смысловые порции, к каждой из кото​рых примыкает соответствующая группа упражнений. Изложение ма​териала дается в такой форме, которая полностью соответствует его подаче на уроке. В ряде случаев теоретическим сведениям предпосы​лаются упражнения, вводные задачи, вспомогательные вопросы. Си​стема упражнений обеспечивает процесс формирования математиче​ских понятий, выработку умений и навыков, овладение математиче​ским языком, развитие логического мышления. Все это в значительной степени помогает учителю организовать учебный процесс на уроке.
Такая структура учебника не очень удобна для ученика. Этот учеб​ник трудно читать дома. Он мало пригоден для повторения материала, и в частности при подготовке к экзаменам, так как в нем сложно вы​делить главное, найти необходимые разъяснения и основные задачи. Поскольку основная часть работы ученика с учебником падает на домашнюю работу, ему удобнее иметь дело с материалом, представлен​ным в некотором обобщенном виде, более сжато, а именно в таком виде, в каком он должен попасть в память ученика на длительное время.
Итак, можно сказать, что учебник — это средство для усвоения основ наук, предназначенное для учеников. Одновременно это резюме изложения научных сведений учителем.
1.2. Структура учебника математики. Учебник по математике для средней школы строится на основе определенных логических принци​пов, однако он учитывает возрастные особенности учащихся, опреде​ленный для данного возраста уровень строгости изложения, поставлен​ные цели обучения и т. д.
Например, содержание школьного учебника по математике для младших классов, как правило, опирается на ближайшее окружение учащихся, знакомое им из собственного опыта.
Однако по мере расширения познаваемой среды она становится недоступной непосредственному восприятию ребенка. Поэтому не​обходимыми становятся описания и словесные объяснения, дающие готовые знания, излагаемый материал все в большей мере строится в логической последовательности, в результате чего наступает переход от систематичности, обусловленной средой, к логической систематич​ности.
Именно по такому принципу вводится, например, геометрический материал  в курсе математики младших классов средней школы.
С опорой на ближайшее окружение учащихся в I—V классах, при постепенном усложнении изучаемых объектов, в VI классе начинается изложение  систематического   курса   геометрии.
В учебниках по математике при наличии одинакового содержания, вводимого поочередно на низших и высших уровнях обучения, исполь​зуется концентрическая или циклическая систематичность. Каждый из этих уровней составляет определенный цикл. Такое своеобразное повторение материала на более высоких уров​нях облегчает его запоминание и понимание, а также овладение все более сложными функциями мышления. Функции, приобретенные на низших циклах, подготавливают к выполнению функций, необходи​мых на высших циклах. Благодаря этому циклическое построение со​держания составляет основу выделения уровней его трудности. При​мерами циклического построения содержания могут быть тождествен​ные преобразования, уравнения, неравенства и т. д.
Использование различных видов систематичности позволяет свя​зать воедино три ступени познания, определенные материалистиче​ской теорией познания: уровень непосредственного наблюдения воз​можен в построении, обусловленном средой, уровень абстрактного мышления — в логическом построении, уровень проверки и исполь​зования знаний — в целевом построении. Но так как все ступени по​знания не оторваны друг от друга, а существуют во взаимосвязи, то и различные построения содержания взаимосвязаны между собой в процессе обучения. Через различные способы их использования учеб​ник может воздействовать на соответствующее этим взаимосвязям по​строение урока. Ясно, что содержание, взятое из окружающей среды, играет в кур​се математики хотя и важную, но все же вспомогательную роль.
Поэтому в средних и старших классах роль систематичности, обус​ловленной средой, все время уменьшается. Это главным образом объяс​няется расширением познаваемой среды и все меньшей ее доступностью для непосредственного наблюдения. Кроме этого, возрастающее по классам обучения количество информации приводит ко все большему использованию абстракций и обобщений, т. е. изложение становится более формализованным.
1.3.   Мотивация излагаемого материала. При изучении материала учебника   с   учащимися,    пожалуй,    самой   трудной  является  про​блема создания соответствующей мотивации учения, т. е. потребностей, интересов,   стимулов,   обеспечивающих   активность    познавательной деятельности учащихся, ибо одного лишь указания на необходимость того или иного знания (для будущей деятельности) совершенно недо​статочно для появления активного познавательного интереса. Устой​чивым и длительным является лишь тот интерес к предмету, который создается проблемной ситуацией. Представляется более целесообраз​ным, если темы в учебниках начинаются с создания характерных про​блемных ситуаций и представления средств для их разрешения, а не с определения понятий и заучивания правил, излагаемых индуктив​ным или дедуктивным способом. При этом характер проблемных си​туаций определяется содержанием теоретического материала и воз​растными особенностями учащихся.
1.4.   Роль и место репродуктивных заданий в учебнике математики. Известно, что ценность учебника по математике во многом  определя​ется содержащейся в нем практической частью, так как система зада​ний — необходимый    компонент    аппарата    организации     усвоения материала учебника. В настоящее время в педагогической науке убеди​тельно доказано, что в систему заданий нужно включать и репродук​тивные, и творческие задания.
Система заданий в учебнике должна охватывать все элементы его содержания.
Репродуктивный элемент формирует такое качество знаний, как оперативность, т. е. способность применять знания в различных ситуа​циях.
В качестве примера учебника, наиболее полно отвечающего совре​менным требованиям педагогической науки при построении системы репродуктивных заданий, можно привести учебник А. В. Погорелова «Геометрия, 6—10». В конце каждого параграфа в нем помещены во​просы для повторения и упражнения.
Эти вопросы и упражнения практически охватывают все понятия параграфа, дают целую логическую картину в усвоении материала всего раздела. Кроме того, в тексты многих параграфов включены об​разцы решения задач наиболее важных и трудных типов.
К репродуктивным заданиям мы относим вопросы, упражнения, задачи, во​просы-задания, при ответе на которые ученик выполняет репродуктивную познава​тельную деятельность.
В примерах и решениях задач логично и умело даны пояснения к формированию научных понятий.
Мы остановились на характеристике и оценке репродуктивных за​даний не только потому, что эти задания составляют прочный фунда​мент для формирования знаний и умений и их применимости в практике, но и потому, что они являются основой для успешного вы​полнения системы творческих заданий, играющих главным образом развивающую роль в обучении учащихся.
1.5. Функции наглядности в учебнике математики. Вопрос о на​глядности, об иллюстрациях в учебнике математики принципиально важен, но мало исследован. Совершенно очевидно, что не все виды применяемых иллюстраций имеют одинаковое значение для раскрытия изучаемых закономерностей. Было показано, например, что на про​цесс решения математической задачи существенное влияние оказывают схема и предметно-аналитическая картинка, в которой отражены коли​чественные отношения между данными и искомыми. Использование схем и других условных обозначений важно потому, что они дают воз​можность выделить объективные отношения и закономерности, т. е. моделировать содержание изучаемого явления.
Так или иначе прибегая к наглядности, мы всегда исходим из ана​лиза методических функций наглядности, представленной в учебни​ке математики. Можно условно выделить следующие из этих функций.
а)   Познавательная   функция   наглядности,   методической   целью которой является формирование познавательного образа  изучаемого объекта. Это формирование происходит постепенно от простого к слож​ному , при этом мысль учащегося направляется по кратчайшим и наи​более доступным путям к целостному восприятию объекта.   Заметим, что следование познавательной функции не повторяет процесса науч​ного познания — ценность этой функции состоит в   предоставлении учащимся  кратчайшего и доступного пути   осмысления   изучаемого материала1.
Именно так, например, поступают иногда авторы учебников, ког​да при исследовании функции на монотонность (или экстремум) пред​варяют теоретическому обоснованию рисунок, на котором связывается возрастание (убывание) или локальный максимум (минимум) функции с углами наклона касательных в соответствующих точках и да​лее со знаками производных в этих точках.
б)   Функция  управления  деятельностью  учащегося.   При  реали​зации функции управления  средства и  приемы наглядности участ​вуют  в  ориентировочных,   контрольных  и  коммуникационных  дей​ствиях.
Ориентировочным действием может служить, например, построе​ние чертежа, соответствующего рассматриваемому условию, а также внесение в него дополнительных элементов.
Контролирующие действия направлены на обнаружение ошибок при сравнении выполненного учащимся чертежа (схемы, графика) с помещенными в учебнике или в выяснении тех свойств, которые дол​жен сохранить объект при тех или иных преобразованиях.
Коммуникационные действия отвечают той стадии реализации функции управления деятельностью учащегося, которая соответству​ет исследованию полученных им результатов. Выполняя эти действия, учащийся в свете собственного опыта объясняет другим или хотя бы самому себе по построенной модели суть изучаемого явления или факта.
в)   Интерпретационная функция наглядности. Известно, что один и тот же объект можно выразить с помощью разных знаков и моделей.
Например, окружность можно задать с помощью пары (центр и радиус), уравнением относительно осей координат, с помощью рисунка или чертежа. Однако в одних случаях удобно воспользоваться ее ана​литическим выражением, в других — геометрической моделью. Рас​смотрение каждой из этих моделей, которая в определенных условиях может служить средством наглядности, является ее интерпретацией. Чем значимей объект, тем желательней дать большее количество ин​терпретаций, раскрывающих познавательный образ с разных сторон.
г)  Можно говорить об эстетической функции наглядности, а также об опосредованных методических функциях наглядности, таких, как функция обеспечения целенаправленного внимания учащегося, функ​ция  запоминания  при  повторении учащимися  учебного материала, функция использования прикладной направленности и др.
Используя различные функции наглядности, учебник способству​ет наиболее плодотворному мышлению учащегося, так как его внима​ние легко и своевременно переключается со средств наглядности на полученную с их помощью информацию об объекте и обратно. Такое переключение сводит к минимуму отвлечение умственных усилий уча​щихся от предмета их деятельности.
1.6. Методы работы с учебником математики. Учебник и учебные пособия занимают видное место и в процессе обучения, и в процессе усвоения учеником программного материала, в его классной и домаш​ней работе. Хорошо организованная и систематически проводимая работа по учебнику и учебным пособиям является одним из решающих условий усвоения учащимися   знаний   и навыков по математике.
Между тем умение читать учебник математики и математическую книгу необходимо не только для изучения математики в школе. Умею​щий читать математический учебник быстрее овладеет методами само​стоятельного изучения математики, физики, химии, биологии, техники.
Чтению учебников математики надо специально обучать.
Содержание и формы работы с учебником математики определяются возрастом учащихся, уровнем их математической подготовки и общего развития, содержанием учебника, уже имеющимися умениями работы с математической книгой.
Можно рекомендовать следующие формы постепенно усложняющей​ся работы с учебником математики в IV—VIII классах:
1)  Чтение правил, определений, формулировок теорем после объяс​нения учителя.
2)  Чтение других текстов после их объяснения учителем.
3)  Разбор примеров учебника после их объяснения учителем.
4)  Чтение вслух учебника учителем с выделением главного и суще​ственного.
5)  Чтение текста учащимися и разбивка его на смысловые абзацы.
6)   Чтение пункта учебника  и ответы  на вопросы учителя  (или учебника).
7)  Чтение текста учебника, самостоятельное составление плана  и ответ учащихся по составленному плану.
Необходимо обучать пользоваться не только текстом и иллюстра​циями учебника, но и его оглавлением, записями и таблицами, поме​щенными на форзацах, аннотацией, предметным указателем. Правиль​ное пользование этим вспомогательным аппаратом учебника значи​тельно ускоряет поиски нужного материала в учебнике.
Помещенные в учебнике рисунки предназначены оказать помощь при чтении текста учебника, при рассмотрении конкретных примеров, при решении задач.
§ 2. ДИДАКТИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ И   СПРАВОЧНАЯ
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛИТЕРАТУРА

2.1. Дидактические материалы. Учебник математики является одним из основных, но не единственным средством обучения. В обуче​нии используется единый комплекс взаимосвязанных между собой книг, наглядных пособий и технических средств обучения.
Одним из видов книг учебного комплекса являются «Дидактиче​ские материалы», издаваемые по всем математическим дисциплинам отдельно для каждого класса.
Программа и учебник определяют направление И содержание «Ди​дактических материалов» и других учебно-методических пособий для учителя и учеников. В свою очередь «Дидактические материалы» служат дополнением к системе задач, предложенной в учебнике, яв​ляются хорошим помощником учителю в организации и проведении обучения  математике.
1) Назначение «Дидактических материалов». Прежде всего «Дидактические материалы» оказывают серьезную помощь учителю математики в организации самостоятельного решения задач и выпол​нения упражнений учащимися по курсу математики. Они предназна​чены для проведения части урока, а иногда и всего урока по фрон​тальному или индивидуальному самостоятельному решению задач. Это чаще всего обучающие самостоятельные работы. Такие работы применяются, как правило, после рассмотрения на уроках соответствующих теоретических положений (введения новых понятий, алгоритмов, изучения новых методов или способов решения задач, доказательства теорем и т. д.). Этим работам предшествует рассмотре​ние нескольких примеров, образцов решения задач и т. п. Обучающие самостоятельные работы могут быть проведены также после несколь​ких фронтально решенных задач.«Дидактические материалы» используются учителями для прове​дения фронтального коллективного решения задач на уроке, при опро​се учащихся, в качестве дополнительных заданий быстро решающим задачи учащимся.
«Дидактические материалы» предназначены и для организации индивидуальной работы с учащимися при их самостоятельном реше​нии математических задач. Так, некоторые из задач и текстов само​стоятельных работ, помещенных в «Дидактических материалах», могут быть использованы для работы со слабыми учащимися в каче​стве дополнительного задачного материала. В некоторых изданиях содержатся так называемые «Дополнительные самостоятельные рабо​ты» несколько повышенной трудности, предназначенные для интере​сующихся математикой учеников. Во всяком случае, учитель матема​тики найдет в этих пособиях задачи для различных категорий уча​щихся.
«Дидактические материалы» предназначены и для организации и проведения контрольных работ по темам курса (при завершении изу​чения той или иной темы) и обзорных контрольных работ, целью и назначением которых является контроль за усвоением главы учебника. Учитель может использовать как полные тексты работ, предложенных в «Дидактических материалах», так и отдельные их части.
2) Содержание  и  структура  книг   «Дидактические   материалы». Содержание всех изданных «Дидактических материалов» соответству​ет программам, учебникам и учебным пособиям по математике. Струк​тура учебных пособий «Дидактические материалы» примерно одина​кова. Каждое из них начинается с предисловия, в котором указано назначение предлагаемых работ и даны краткие указания к их исполь​зованию. В большинстве из них далее следует 4 (или более) самостоя​тельные работы по каждой теме, тексты контрольных работ по темам, 4 варианта обзорных контрольных работ (не во всех изданиях), 2 ва​рианта дополнительных самостоятельных работ, ответы и указания к решениям. В некоторых пособиях эти виды текста расположены в дру​гом порядке.
В «Дидактических материалах» учитываются возрастные особен​ности учащихся, особенности математической дисциплины, для изуче​ния которой предназначено пособие, изучаемый раздел математики. Именно этим определяется число самостоятельных и контрольных ра​бот, число задач в тексте каждой работы.
3) Методика использования   «Дидактических материалов».   «Ди​дактические материалы» не ставят своей целью полностью определить содержание, время и место проведения самостоятельных и   контроль​ных работ. Решающая роль в использовании средств   обучения при​надлежит учителю.  Именно учитель в соответствии с   требованиями программы, составом класса,  индивидуальными особенностями   уча​щихся, тематическим планом изучения математики определяет окон​чательное содержание проводимых им работ, сроки и продолжитель​ность   их   выполнения,   ставит   перед   самостоятельными   работами конкретные цели и задачи. Это значит, что учитель не должен пункту​ально,   последовательно добиваться  выполнения учащимися всех контрольных и самостоятельных работ, помещенных в «Дидактических материалах». Учитель выбирает те задачи, выполнение которых счи​тает необходимым условием формирования у учащихся прочных ма​тематических умений и навыков. Итак, не обязательно проводить все самостоятельные работы, помещенные в «Дидактических матери​алах». «Дидактические материалы» — пособие для учителей, а не пред​писание к неуклонному решению всех помещенных в них задач. Учи​тель сам, используя тексты самостоятельных и контрольных работ, либо их часть, либо отдельные задачи и упражнения, определяет со​держание самостоятельной работы учащихся на уроке. Вдумчивый и старательный учитель обратится, конечно, и к дополнительной лите​ратуре, в частности к сборникам задач, изданным в серии «Библиотека учителя математики» ([9], [15]), к другим задачникам, к пособи​ям для поступающих в вузы (в старших классах), используя помещен​ные в них задачи для проведения самостоятельных и контрольных ра​бот, для фронтального решения в классе.
В соответствии с тематическим планом изучения того или иного раздела математики учитель определяет сроки проведения самостоя​тельных и контрольных работ. Задача учителя — в соответствии с уровнем подготовки класса и отдельных его учащихся установить действительную продолжительность предлагаемых самостоятельных и контрольных работ. При этом надо учитывать выбранное содержание работы, требования к ее оформлению (задачи могут быть решены с подробными или краткими записями в тетради, с подробными или крат​кими ссылками на те предложения, которые применены на разных эта​пах решения задачи, или вовсе без обоснований — это зависит от це​лей работы и ее назначения), индивидуальные особенности учащихся. Определяя продолжительность работы, учитель должен исходить и из того, что излишняя продолжительность вредна не менее, чем не​достаток времени на ее выполнение. В самом деле, при недостатке вре​мени ученики, выполняя самостоятельно работу, могут не завершить решение предложенных задач и, следовательно, самостоятельная ра​бота не достигнет своей цели, а время на ее исполнение будет затра​чено. Излишнее же время на решение тех или иных задач расхолажи​вает учащихся, не мобилизует их усилия и знания на скорейшее вы​полнение задания. Недостаток времени на выполнение контрольной работы приводит к снижению оценок, а иногда и интереса учащихся к математике. Избыточное же время на контрольную работу может быть источником высоких оценок учащихся при невысоком уровне их знаний.
Каждой самостоятельной и контрольной работе из «Дидактиче​ских материалов» должен предшествовать краткий, поточный инструк​таж учителя. Хорошо проведенный инструктаж мобилизует учащихся на более точное и быстрое выполнение работы, на получение хороших результатов. В инструктаже учителю следует указать точное время, отведенное на выполнение работы, порядок решения задач или выпол​нения упражнений, предложенных в работе, некоторые особенности задач самостоятельной или контрольной работы, регламентировать поведение учащихся во время работы (при самостоятельном решении задач возможно взаимное консультирование рядом сидящих учащих​ся, обращение к учителю за консультацией или другой помощью, ис​пользование учебника или учебного пособия и т. п.). В инструктаже должно быть указано, какими геометрическими инструментами раз​решается пользоваться при выполнении чертежей, особенно при ре​шении геометрических задач на построение, разрешается ли пользо​ваться вычислительными приборами или таблицами для вычислений. Учитель может указать и возможные формы записи решения задач. Четко организованное и целенаправленное выполнение самостоятель​ных работ по математике во многом содействует формированию проч​ных умений и знаний при минимальных затратах сил и времени уча​щихся.
Каждая самостоятельная или контрольная работа должна орга​низованно завершаться. Завершением самостоятельной работы явля​ется подведение ее итогов, проведенное по возможности на том же уро​ке, что и сама работа. При подведении итогов следует отметить наи​более рациональные и оригинальные решения задач, предложенные учащимися, проанализировать наиболее часто повторяющиеся ошиб​ки учащихся. Подведение итогов самостоятельной работы должно предусматривать и четкое указание, чему научились учащиеся, ка​кие новые знания,  умения  и  навыки  они  приобрели.
Из итогов каждой самостоятельной работы учитель должен сде​лать выводы для дальнейшего обучения учащихся математике.
Итоги контрольной работы возможно подвести на одном из после​дующих уроков (после проверки контрольной работы учителем) или на консультации. Последний вариант экономит время урока, но занимает дополнительное время учителя и учеников. При разборе и подведении итогов контрольной работы необходимо проанализи​ровать состояние знаний, умений и навыков школьников. Поэтому к подведению итогов учитель должен тщательно готовиться: классифи​цировать уровень знаний, приобретенных учащимися, сформирован​ные у них умения и навыки, допущенные учащимися в контрольной работе ошибки и недочеты, выявленные пробелы в знаниях.
2.2. Справочники по математике и справочная математическая литература. Обучение пользованию справочниками по математике, справочными таблицами и другой справочной литературой должно найти свое место при изучении математики в средней школе. В самом деле, роль справочников в деятельности квалифицированного рабочего, инженера, специалистов других профессий достаточно ве​лика, к справочникам обращаются повседневно. Надо также учесть, что не все, что предлагается для изучения в курсе математики, необ​ходимо запоминать. Для запоминания выбирается первостепенное, необходимое для изучения дальнейшего курса математики или в жиз​ни. Второстепенное можно найти в справочниках. Справочники по​могают быстрей вспомнить изученное, но полузабытое. Они могут быть использованы и для запоминания многих формулировок, тождеств, формул, методов решения задач и т. д., помогут в применении приемов и методов, изучение которых не предусмотрено программой. Как ви​дим, роль справочников в обучении достаточно велика.
Различная справочная математическая литература адресована раз​личным категориям читателей: учащимся, учителям, другим специа​листам.
Содержание и структура изданных справочников по школьному курсу математики примерно одинаковы. В справочниках ученик и учитель найдут таблицы для вычислений (степеней, корней, обратных чисел, логарифмов, значений показательной и тригонометрических функций и др.); фактические сведения: формулы, определения поня​тий, алгоритмические предписания (например, предписание, как строить касательную), примеры применения этих справок; сведения, разъясняющие основные понятия и важнейшие методы школьного кур​са математики; сведения о некоторых понятиях и методах математики, не включенных в школьные учебники и учебные пособия по математи​ке. Для быстрого наведения нужных справок в начале справочника помещено подробное оглавление, а в конце — алфавитный указатель. Кроме того, имеются ссылки на другие страницы справочника.
Справочники по математике могут быть использованы при решении задач, требующих применения математических сведений, изученных в прошлые годы. В этом случае обращение к справочнику позволяет быстро восстановить в памяти связи изучаемого с ранее изученным, помогает лучшему запоминанию того, что было изучено в более млад​ших классах. При решении же задач часто требуется производить многие вычисления, результаты которых можно быстро найти в спра​вочнике (например, в таблицах длин окружностей, площадей кругов, значений корней и т. д.). В этом случае использование справочника экономит время вычислений. При проведении расчетных работ приме​нение таблиц справочников наряду с микрокалькуляторами и лога​рифмической линейкой существенно ускоряет работу. Возможно ис​пользование справочников при повторении изученного. Так, исполь​зуя помещенные в справочнике формулы тригонометрических функций двойного и половинного аргумента, можно предложить учащимся по​думать, догадаться или вспомнить, как выводятся эти формулы (осо​бенно различные формулы тангенса и котангенса половинного аргу​мента). При этом достигаются сразу две цели: запоминание формул и установление связей  и зависимостей тригонометрических тождеств.
Справочники можно использовать и для знакомства с некоторыми сведениями из математики, не включенными в программу, учебники и учебные пособия по математике средней школы. Например, тожде​ства для преобразования произведений синусов, косинусов различных аргументов не включены в программу, но применяются при вычисле​нии интегралов. Некоторым ученикам (конечно, лучшим, интересую​щимся математикой) можно предложить рассмотреть их в справочнике. При решении на внеклассных занятиях задач на преобразования три​гонометрических выражений полезно воспользоваться справочником для преобразования тригонометрических функций тройного и учетве​ренного аргумента.
Следует предложить несколько советов о том, как использовать справочники для запоминания математических сведений. Неверно было бы следовать совету: незачем запоминать формулы, ведь они есть в справочниках. Прибегать к справочнику полезно на начальном этапе изучения новых сведений, постепенно исключая использование спра​вочника по мере их изучения.
Полезные сведения для справок содержит изданная в двух томах книга О. В. Мантурова, Ю. К- Солнцева и др. «Математика в понятиях, определениях и терминах» [2]. В этой книге растолковываются и разъ​ясняются понятия и термины школьного курса математики и важней​шие понятия и термины математической науки. Понятия и термины расположены в книгах в алфавитном порядке. В необходимых случаях имеются ссылки на литературу, в которой подробно излагаются свой​ства включенных в эти книги понятий математики. Собственно, ре​комендуемые книги являются словарем математических сведений н понятий. Некоторые понятия и термины иллюстрируются конкретны​ми примерами, в некоторых статьях имеются исторические справки.
В процессе преподавания математики в школе вполне могут быть использованы и справочники по высшей математике. Конечно, учить пользоваться этими справочниками всех учащихся не нужно, но для интересующихся математикой учеников во многих случаях эти спра​вочники будут полезны.
Для учителей математики и студентов математических специаль​ностей педагогических институтов можно рекомендовать и другую спра​вочную литературу. Это «Математическая энциклопедия», четыре тома которой уже вышли из печати, книги серии «Справочная математиче​ская библиотека» под общей редакцией Л. А. Люстерника и А. Р. Ямпольского и др.
§ 3. УЧЕБНОЕ ОБОРУДОВАНИЕ ПО МАТЕМАТИКЕ И МЕТОДИКА
 ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ЕГО В УЧЕБНОЙ РАБОТЕ

В настоящее время для школы разработана система учебного обо​рудования по математике, нашедшая свою реализацию в «Типовых перечнях учебно-наглядных пособий и учебного оборудования для общеобразовательных школ»
.
В соответствии с перечнем в состав учебного оборудования по ма​тематике для средней школы входят:
1.  Приборы, модели,  инструменты.
2.  Печатные средства обучения.
3.  Экранные средства обучения.
' Дадим краткую характеристику отдельных видов учебного обору​дования и рассмотрим некоторые вопросы методики использования их в обучении математике в школе.
3.1. Приборы, модели, инструменты. Для педагогического про​цесса приборы и модели имеют большое значение. В школьном препо​давании наряду со сравнительно новыми для нашей школы видами учебного оборудования находят достаточно широкое применение такие традиционные пособия, как набор подвижных моделей по геометрии 
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для б—8 классов, набор шарнирных моделей угла, треугольника и четырехугольника, демонстрационный прибор но стереометрии (автор Л- А. Стукапов), стереометрический набор (автор И. К. Середа), стерео​метрический прибор (автор А. И. Раев), стереометрический ящик и др. Опишем некоторые из перечисленных приборов.
Набор шарнирных моделей. Он состоит из шарнирно соединенных стержней и трубок. Позволяет собрать треугольники и четырехуголь​ники (рис. 51).
Комплект стереометрических тел для восьмилетней школы (автор Вейцман И. Б.). Комплект состоит из двух каркасных тел: куба и прямоугольного параллелепипеда — и из десяти полых пластмас​совых тел (пять из них показаны на рис. 52).
Полые тела (кроме полушара) снабжены съемными основаниями (крышками). Набор включает прямой параллелепипед с пря​моугольным основанием; прямой параллелепипед с квадратным основанием; прямую призму с треугольным основанием; пирамиду с квадратным основанием; пирамиду с прямоугольным основанием; пирамиду с треугольным основанием; цилиндр; конус, у которого ос​нование и высота равны основанию и высоте цилиндра; конус, диаметр основания которого равен диаметру большого круга палушара, а высота — радиусу полушара;  полушар.
Основное назначение полых тел — приближенный вывод формул объемов геометрических тел путем непосредственного измерения объе​ма помещающейся в них воды.
Стереометрический набор, или комплект деталей для сборки моде​лей по стереометрии (автор Середа И. К.). Комплект состоит из набора деталей и предназначен для сборки моделей геометрических тел по всем разделам стереометрии, изучаемым в средней школе: 1) «Прямые и плоскости». 2) «Многогранники». 3) «Круглые тела». Кроме того, можно демонстрировать комбинации геометрических тел: призмы, пирамиды, цилиндра, конуса, вписанных в шар; пирамиды и призмы, вписанных в цилиндр, и т. д.
Большинство моделей, собранных из деталей комплекта, допуска​ют изменение угловых и линейных элементов, т. е. являются подвиж​ными  (динамичными).
За последние годы большое распространение в практике обучения математике приобрели приборы с магнитным креплением и резиновые штемпели   (штампы).
Приборы с магнитным креплением дают возможность непрерыв​ного перемещения частей прибора в плоскости доски и закрепления их в любом положении. Осуществляется это следующим образом. Часть классной доски покрывается листом железа и окрашивается под цвет остальной части доски, или такая «магнитная доска» изготовляется от​дельно и делается переносной. Детали, которые должны перемещаться и фиксироваться на доске в разных положениях, изготавливаются из картона или пластика, на их оборотную сторону наклеиваются плос​кие магниты. Такая деталь, приложенная к «магнитной доске», прочно удерживается на ней и в то же время может легко перемещаться по доске. Этим создаются возможности для наглядной иллюстрации свойств математических понятий и методов. С успехом можно, например, при​менять магнитные пособия при изучении дробей, площадей плоских фигур, графиков функций, симметрии, параллельного переноса, по​ворота и многих других понятий школьного курса математики. Таким образом, использование магнитной доски может заменить многие плос​кие подвижные модели. В настоящее время нашей промышленностью выпускаются и через систему «Главснабпроса» распространяются сле​дующие магнитные приборы: магнитная доска с координатной сеткой, переносная магнитная доска, комплект кривых для магнитной доски, магнитный прибор «Измерение площадей», магнитный прибор «Доли и дроби».
Удобным видом учебного оборудования являются резиновые штем​пели (штампы) с изображением различных плоских и объемных фи​гур, графиков, таблиц и т. д. При использовании этого вида учебного оборудования достаточно приложить штемпель к штемпельной подушке и прижать его к листу бумаги, чтобы получить нужное изображение, например изображение куба или прямоугольного параллелепипеда. При решении задач, связанных с построением изображений куба или прямоугольного параллелепипеда, учащиеся, воспользовавшись штем​пелем, могут быстро получить в тетради правильный чертеж, что дает большую экономию времени. Естественно, применение штемпелей не должно привести к утрате учащимися навыков вычерчивания фигур. Поэтому учитель должен вначале научить учащихся изображать фи​гуры на плоскости, а затем применять штемпели на уроке. Штемпели могут использоваться учителем при подготовке многовариантных кон​трольных заданий. Можно, например, заготовить 35—40 чертежей с изображением прямоугольного параллелепипеда, чтобы затем, про​ставив размеры, получить набор индивидуальных заданий.
Кроме рассмотренного оборудования, в практике преподавания математики широкое применение находят разнообразные инструменты для выполнения измерительных и чертежных работ, а также наборы для проведения лабораторных работ. Приведем краткое описание не​которых из них.
Астролябия школьная (рис. 53). Астролябия как угломерный ин​струмент применяется для измерений на местности. Существенными ча​стями астролябии являются лимб (круг, разделенный на градусы), алидада (линейка, которая в астролябии вращается около вертикаль​ной оси в центре лимба), диоптры (металлические пластины с прорезя​ми). Диоптров два: один — с прорезом в виде узкой щели, другой — с широким прорезом, посередине которого натянут волосок. Для удоб​ства переноски и хранения прибора диоптры сделаны складывающими[image: image739.jpg]Puc. 62




ся. Для отсчета градусов на скошенных концах алидады имеются черточки — ука​затели градусов. В середине алидады к ней прикреплен компас. Для установки лимба в горизонтальное положение на нем укреплен уровень.
Мензула школьная с визирной линей​кой (рис. 54). Мензула применяется при съемке планов местности и представляет собой переносной чертежный столик, на который накладываются визирная линейка и компас.
Тренога. Предназначена для устано​вки измерительных инструментов (астро​лябии, мензулы и др.) при выполнении измерений на местности.
Чертежные инструменты (демонстра​ционные):
1)  линейка классная с ручкой;
2)  линейка метровая   с  цветной  шка​лой;
3)  пантограф;
4)  транспортир;
5)  циркуль пропорциональный;
6)  угольники с углами 30°, 60°, 90° и 45°, 45°, 90°;
7)  циркуль чертежный.
Набор геометрических тел. Состоит из 12 тел: двух параллелепи​педов, трех призм (трех-, шести-, восьмиугольной), четырех пи​рамид (трех-, четырех-, шести-, восьмиугольной), цилиндра, конуса, шара. Включенные в этот набор геометрические тела могут исполь​зоваться при проведении различных измерительных и вычислитель​ных работ.
Набор моделей для проведения лабораторных работ по измерению длин, площадей и объемов тел. Содержит 20 палеток, 40 кубиков размером 10 х 10 х 10 мм, 40 кубиков размером 20 х 20 х 20 мм, а также различные плоские фигуры и ступенчатые тела. Ученик, при​нимая по указанию учителя один из кубиков за единичный и рассмат​ривая выданное ему ступенчатое тело, определяет объем, площадь по​верхности тела, размеры наименьшей прямоугольной коробки, вме​щающей это ступенчатое тело, и т. п. Аналогичная работа проводится с плоскими фигурами и палеткой.
Выпускаемые промышленностью модели, приборы и инструменты не всегда могут удовлетворить потребности, возникающие при обуче​нии школьников математике. Поэтому учителя часто прибегают к из​готовлению моделей своими силами с привлечением учащихся. Это делается не только в тех случаях, когда в школе отсутствуют не​обходимая модель, прибор или инструмент, но и когда учитель считает, что имеющаяся модель, прибор не в полной мере способствуют ясному и четкому восприятию изучаемого материала. Внося в модель усовер[image: image740.jpg]e
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шенствования, учитель привлекает учащихся к изготовлению нового ва​рианта модели. Это содействует по​лучению учащимися более глубоких и прочных знаний, умений применять теоретический материал на практике. Модели, приборы как фабричного, так и самодельного изготовления мо​гут быть использованы при введении новых понятий и доказательстве тео​рем, при решении задач, при выпол​нении практических и лабораторных работ.
Приведем примеры.
1. Рассмотрим применение пособий при введении понятия прямой, перпендикулярной к плоскости, и изучении признака перпендикуляр​ности прямой и плоскости. Будем при этом исходить из следующего определения: «Прямая и плоскость называются взаимно перпендику​лярными, если прямая перпендикулярна каждой прямой, лежащей в плоскости».
При введении этого определения важную роль играет применение моделей. Особенно здесь важна демонстрация контрпримеров. Это де​лается с помощью модели прямой а, которая не перпендикулярна хотя бы одной прямой[image: image579.png]


(рис. 55). Эта модель не вызывает у учащихся
наглядных представлений о перпендикулярности прямой а и плоско​сти а, что существенно для формирования верного понимания опреде​ления. В ходе демонстрации указанной модели должно быть четко про​ведено различие между смыслом слов «каждой прямой плоскости» и «какой-либо прямой плоскости», так как здесь у учащихся нередко наблюдается путаница.
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Подход к введению формулировки признака перпендикулярности прямой и плоскости может быть выполнен в проблемном плане с при​влечением моделей. Рассмотрение начинается с наиболее простого случая: известно, что данная прямая а перпендикулярна одной пря​мой Ь, лежащей в плоскости а. Демонстрируется модель (рис. 56), рассматривая которую учащиеся замечают, что утверждение[image: image580.png]


 вообще говоря, неверно. С помощью этой же модели, добавив прямую с, параллельную b (рис. 57), убеждаем учащихся в ложности утверждения, что из перпендикулярности прямой а к каждой из двух прямых b и с, лежащих в плоскости а, следует перпендикулярность а и а.
Далее демонстрируется с помощью модели (рис. 58) случай, когда прямая а перпендикулярна пересекающимся прямым b и с плоскости а.
С помощью новой модели (рис. 59) делается попытка придать пря​мой а такое положение, чтобы она, будучи перпендикулярной к двум прямым (Ь и с), была наклонной относительно третьей прямой d. Уча​щиеся убеждаются, что это невозможно. Затем учащиеся самостоятель​но формулируют признак перпендикулярности прямой и плоскости.
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После введения понятия перпендикуляра к плоскости и доказа​тельства рассмотренного признака следует обратиться к техническим приложениям. При ремонте сверлильного станка слесарю приходится выверять перпендикулярность оси шпинделя (сверла) к плоскости сто​ла, на котором крепится деталь. Для этой цели слесарь обычно поль​зуется угольниками, которые он устанавливает в нескольких пози​циях, применяя при этом определение перпендикуляра к плоскости. Этот пример следует проиллюстрировать специальным плакатом, на котором наглядно показан практический процесс выверки перпендику​лярности оси сверла к плоскости стола (рис. 60).
2.  Чтобы подвести учащихся к формулировке теоремы об объеме наклонной призмы, можно использовать следующую модель. Из стек​ла изготовлена наклонная призма без верх​ней грани. В нее вставлена такая же призма,
изготовленная из картона и рассеченная на две части перпендикулярным сечением.
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Демонстрируя модель, извлекают кар​тонную призму из стеклянного футляра и переставляют местами части, составляющие ее. Получается прямая призма, у которой основанием является перпендикулярное сече​ние, а высотой — боковое ребро наклонной призмы. Наблюдая это, учащиеся легко формулируют сами соответствующую тео​рему.
3.   Рассмотрим один из  возможных вари​антов применения  наглядных   пособий   при решении задач. Для примера возьмем зада​чу: «В кубе[image: image581.png]ABCDAB,C\D,



 проведена плос​кость через середины ребер[image: image582.png]BBy, CCyn AD,



 Определить истинную форму сечения и взаим​ное расположение секущей плоскости и от​резка ВК, если точка К, — середина   ребра [image: image583.png]


 (рис.61).
Чтобы определить форму сечения, надо построить изображение искомого сечения. Большая часть учащихся допускает такую ошибку: соединяют точки М, N и L и зани​маются определением формы треугольника. Такое представление о форме сечения приводит к ошибке и при решении второй части задания. Такая ошибка является резуль​татом неверного понимания плоскости как ограниченного куска. Чтобы избежать указанной ошибки, можно показать на стеклянной модели куба (без одной грани) положение секущей плоскости, вложив в мо​дель прямоугольник из картона. Но можно применить другое пособие. Изготовляется развертка куба (из плотного картона или фанеры), ко​торая окрашивается в темный цвет, а контурные линии выделены белым цветом. Подвесив развертку на классной доске, предлагается ученику показать на развертке следы секущей плоскости. Если ученик пред​ставлял сечение в форме треугольника, то он сможет нанести только один след на грани[image: image584.png]BCB,(C,




. Сразу же обнаруживается ошибка. При пересечении куба плоскостью должны получиться по крайней мере три следа. Далее проводится анализ построения сечения куба данной плоскостью.
Остановимся на некоторых наиболее существенных недостатках использования моделей в обучении математике. Нередко наглядные средства рассматривают лишь как временную опору при начальном усвоении знаний. Сторонники такой оценки роли наглядных средств полагают, что модели в этом случае приучают учащихся к очевидности и поэтому не способствуют развитию логического мышления. Выдви​гается даже дидактическое правило: чем старше учащиеся, тем меньше моделей должно применяться в преподавании математики. Принять такую точку зрения и вытекающие из нее дидактическое правило нель​зя, так как они несостоятельны. Правильно понимаемое применение наглядных средств не только уместно, но и необходимо на всех ступе​нях обучения.
Второй существенный недостаток в применении средств наглядно​сти — использование их лишь в иллюстративных целях. Конечно, использование моделей в иллюстративных целях правомерно. Если представления помогают мышлению, то в еще большей степени помо​гает ему зрительное восприятие. В познавательных процессах образ​ная и логическая стороны находятся в единстве и образные компонен​ты в мышлении необходимы. Но, являясь источником познания, «жи​вое созерцание» может вести к абстрактному мышлению только в процессе оперирования с познаваемым объектом (и его моделями), в процессе изменения его, действий с ним. Следовательно, показ готовых моделей — это лишь одна сторона дела. Вторая, более важная сторона дела — подход к построению моделей и оперированию с ними. При​ведем пример.
При изучении темы «Параллелограмм» учитель обычно показывает учащимся различные параллелограммы, вырезанные из картона или другого материала. При этом в редких случаях он предлагает учени​кам какую-нибудь дополнительную работу (например, провести диаго​нали, найти сумму углов, прилежащих к одной стороне, и т. п.). Меж​ду тем «жесткий» параллелограмм можно использовать не только в иллюстративных целях. С помощью его можно решить с учащимися ряд интересных задач на построение параллельных прямых и перпен​дикуляров, на отыскание биссектрисы угла и т. д. Больше того, по​скольку «жесткий» параллелограмм является одновременно и дву​сторонней линейкой, то с его помощью может быть решена любая зада​ча на построение, разрешимая циркулем и линейкой. Но учитель обыч​но не учитывает указанные достоинства наглядного пособия и огра​ничивается лишь простой иллюстрацией его.
Недостатки в применении средств наглядности могут вызываться и нередко действительно вызываются неудачной конструкцией модели или неумелым обращением с ней. Приведем пример.
Известно пособие для иллюстрации понятия равновеликое фигур (рис.   62).
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На щитке из плотного материала сделана прорезь параллельно основанию треугольника ABC (основание на щитке начерчено). Боко​вые стороны треугольника сделаны из круглой резинки. При работе с моделью вершина В перемещается по прорези. Казалось бы, примене​ние этого пособия дает вполне наглядное представление о том, какие треугольники называются равновеликими: учащимся видно, что хотя получаемые треугольники отличаются по своей форме и по размерам сторон и углов, но все они имеют одинаковые площади в силу равен​ства оснований и высот. Все как будто бы правильно. Однако на во​прос учителя: «Какие треугольники называются равновеликими?» — возможен следующий ответ ученика: «Треугольники, у которых осно​вания и высоты одинаковы». Винить ученика (да и учителя) здесь не приходится: само наглядное пособие подводит учащихся к ложному выводу. Дело в том, что признак равновеликости треугольников, вы​текающий из рассмотрения этого наглядного пособия, является толь​ко достаточным, но не необходимым призна​ком. Но это не было учтено ни при разработ​ке конструкции прибора, ни учителем при демонстрации прибора на уроке.
Как быть учителю в такой ситуации: не применять вовсе наглядное пособие или при​менять его с некоторыми оговорками? Учи​тель, вообще говоря, может отказаться от применения наглядного пособия, если оно его не удовлетворяет по каким-либо сообра​жениям, но в таком случае с целью выработ​ки у учащихся  необходимых  образных  представлений он должен использовать другие виды наглядности: можно, например, иметь наборы равновеликих фигур. Рассматриваемое по​собие может быть продемонстрировано на уроке, однако с тем усло​вием, что преподаватель подчеркнет: здесь представлен лишь частный случай равновеликих треугольников, когда основания равны и высо​ты равны.
Отметим также, что в ряде случаев наблюдается чрезмерное увле​чение наглядными средствами ради иллюстрации выведенных правил, законов, теорем. Зачастую такой иллюстрацией стремятся подтвер​дить правильность хорошо понятых учащимися логических выводов, принижая тем самым значение дедуктивных умозаключений. Иногда можно наблюдать игру в «наглядность», когда наглядные средства де​монстрируются ради их самих. Очень редко средства наглядности ис​пользуются для решения разнообразных практических задач, почти совсем не находят применения на уроках математики разнообразные устройства, приспособления и приборы с ярко выраженными математи​ческими принципами их действия.
3.2. Печатные средства обучения. Печатные средства обучения — это таблицы, карточки-задания, тетради с печатной основой. Рассмот​рим более подробно настенные таблицы, которые являются традици​онным видом учебного оборудования. До недавнего времени в распоряжения учителя был в основном только один тип таблиц по математи​ке — иллюстративные таблицы. В настоящее время дидактические функции таблиц значительно расширены. Кроме иллюстративных таб​лиц, в практике преподавания математики широко используются так называемые рабочие и справочные таблицы.
Рабочие таблицы — это такие таблицы, по материалу которых можно организовать активную мыслительную деятельность учащихся как по усвоению нового теоретического материала, так и по его за​креплению. С помощью рабочих таблиц возможно осуществить вы​полнение большого числа упражнений, способствующих выработке и закреплению у учащихся определенных навыков, можно проводить опрос учащихся или создать проблемную ситуацию перед всем клас​сом.
В отличие от рабочих таблиц справочные таблицы, т. е. таблицы для запоминания, предназначены для длительного воздействия на зри​тельный аппарат учащегося. Такие таблицы могут быть вывешены в кабинете математики на длительное время. Таким образом, основным свойством справочных таблиц является (помимо наглядности, которая в ряде случаев играет важную роль) их дидактическая направлен​ность. Таблицы эти предназначены для принудительного воздействия на память учащегося с целью запоминания основных фактов, формул, графиков и др.
Приведем примеры рабочей и справочной таблиц. В комплекте таблиц по курсу математики для IV класса
 есть таблица «Углы» (рис. 63). Это рабочая таблица, которую учитель использует много-
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кратно и при объяснении, и при опросе, и при закреплении.
Приведем некоторые типы заданий, которые могут быть выпол​нены с помощью этой таблицы.
1)  Найдите на таблице угол, помеченный цифрой 2. Как его можно обозначить тремя буквами?
2)  Найдите на таблице угол BCD. Можно ли его обозначить KCD? CBD?
3)  Пересекаются ли стороны угла 3 с прямыми КР и FD?
4)  Найдите   на   таблице   острые   (прямые,   тупые,   развернутые) углы.
5)  Углы 1, 2 и 3 равны (проверьте!). Для каких из построенных на таблице углов проведены биссектрисы? Докажите,  что луч ОА действительно является биссектрисой угла EOQ.
6)  Найдите на таблице взаимно перпендикулярные прямые. (Важ​но,  чтобы учащиеся  увидели  не только взаимную  перпендикуляр​ность прямых АЕ и ОЕ, ОВ и ВС, но и 0Q и CD: эти прямые пересе​каются в точке С, образуя прямой угол.)
7)  Покажите на таблице смежные углы, вертикальные углы.
8)  Укажите расстояние от точки А до прямой ОТ и до прямой КР;  от точки С до прямой OV, до прямой 0Q и до прямой ИМ.
Таблица содержит справочный материал, позволяющий напомнить (в случае, если это потребуется), каким образом с помощью чертежного угольника установить, является ли угол прямым, тупым и т. д.
В качестве второго примера возьмем таблицу 9 «Соотношения меж​ду сторонами и углами прямоугольного треугольника» из комплекта таблиц по геометрии для VIII класса
.
На таблице дается чертеж треугольника, необходимый для вывода зависимостей между сторонами и углами прямоугольного треуголь​ника. Для большей наглядности угол и противолежащая сторона от​мечены одним цветом. Этим же цветом написаны буквы, обозначающие вершину угла и длину стороны. Соотношения между сторонами и угла​ми записаны формулами в виде схем, позволяющих запомнить эти формулы. Таблица должна висеть в классе длительное время: приме​няя формулы для решения задач, учащиеся постепенно запомнят их. Это пример справочной таблицы.
Итак, мы рассмотрели классификацию настенных таблиц по их дидактическим функциям, т. е. по тому назначению, которое они име​ют в преподавании математики. В заключение отметим, что издатель​ство «Просвещение», выпускающее комплекты таблиц по школьному курсу математики, снабжает каждую выпускаемую серию таблиц под​робными методическими указаниями, с которыми необходимо внима​тельно знакомиться при подготовке к уроку. Здесь учитель найдет типы заданий, которые можно выполнить с помощью таблицы, педаго​гические ситуации, в которых таблицу  целесообразно  использовать.
Пособием, содействующим повышению активности и сознательно​сти обучения математике, являются также карточки с заданиями, ко​торые привлекают учителей прежде всего тем, что с их помощью эко​номится время урока. Карточки с заданиями позволяют быстро пода​вать готовый материал на стол ученика. Текст, чертеж, схема, рису​нок — вообще любое плоское изображение — можно нанести на кар​точку и предъявить ученику для обработки. С помощью карточек учитель может не только провести самостоятельную или контрольную работу по недавно пройденному материалу, но и проверить знания по материалу, уже пройденному давно, но необходимому для начинаю​щейся темы.
Карточки с заданиями помогают учителю внести элемент индиви​дуального обучения в ходе коллективной работы в классе. В них привлекает возможность дать каждому ученику задание по силам, диф​ференцировать  обучение.
Карточки с заданиями целесообразно создавать по всем темам курса математики. Публикация «Дидактических материалов» для каждого класса по школьной программе позволяет ускорить изготов​ление карточек. Купив несколько комплектов этих материалов, учи​тель расклеивает их на плотной бумаге и вырезает карточки. Естест​венно, возникает проблема организации удобной картотеки, из которой учитель мог бы легко извлечь нужную карточку. Для этого можно [image: image746.jpg]


использовать библиотечные методы: хранить карточки в каталожных ящиках с разделе​ниями по классам и темам программы.
Большие возможности воспитания само​стоятельности и активности открываются при использовании тетрадей с печатной ос​новой. Однако в настоящий момент они еще не находятся на вооружении каждого учите​ля математики. Тетради с печатной основой предназначаются для организации самостоя​тельной работы на этапе закрепления и пов​торения пройденного материала. Основная отличительная особенность тетради в том, что она позволяет более рационально исполь​зовать учебное время, так как ученики освобождаются при работе с тетрадью от механического переписывания текста зада​ний и основное внимание сосредоточивают на выполнении заданий, включенных в тетрадь. Приведем в качестве примера фраг​менты тетради с печатной основой по теме «Прямоугольный параллелепипед» и рассмот​рим применение тетради в учебной деятель​ности ученика.
Прямоугольный параллелепипед — это такой многогранник, у которого 6 граней и каждая грань является прямоугольником.
Задание 1.   Заполнить пропуски в следующих предложениях.
Чтобы узнать, является ли многогранник прямоугольным паралле​лепипедом,  нужно:
1)  сосчитать, сколько у него граней; у прямоугольного параллеле​пипеда . . . граней;
2)   просмотреть,  являются   ли   все   грани   многогранника   прямо​угольниками. У прямоугольного параллелепипеда  все грани ...
Задание 2. Определить, является ли это тело (рис. 64) прямо​угольным параллелепипедом.
Решение. 1) Сосчитаем, сколько граней у этого многогранника. Их ... . У прямоугольного параллелепипеда должно быть . . . граней.
Проверять второе условие не нужно.
Ответ.   Этот многогранник не является ...
Задание 3. Определить, является ли этот многогранник (рис. 65) прямоугольным  параллелепипедом.
Решение. 1) Сосчитаем, сколько граней у этого многогранни​ка. У этого многогранника . . . граней. У прямоугольного паралле​лепипеда тоже . . . граней;
2) посмотрим, все ли грани — прямоугольники. Грань ABCD — прямоугольник. Грань   AEHD — ....
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Грань BCGF — . .
 Грань FGHE — . .
 Грань ... — ...
 Грань ... — ... 
У прямоугольного параллелепипеда все грани — прямоугольники.
У тела ABCDEFGH ....
Ответ.   Это тело ...    .
Задание 4. Определить, какие из тел на рисунке 66 являются прямоугольными параллелепипедами.
Решение. Первое условие (число граней 6) выполняется у тел ....
Второе условие (все грани — прямоугольники) выполняется у тел ...
Ответ. Прямоугольными параллелепипедами являются тела ...    . Тела ... не являются  прямоугольными параллелепипедами.
Задание 5.   Заполните пропуски в следующих предложениях.
Прямоугольным . . . называется многогранник, у которого:-1) . . . граней и 2) каждая грань ....
У прямоугольного параллелепипеда 6 . . ., ... ребер и ... вер​шин.
... — это такой прямоугольный параллелепипед, у которого все грани — равные квадраты.
Как видим из приведенного фрагмента, тетради с печатной основой включают большое число заданий. Цель заданий различна. Так, зада​ния 1—4 включены в тетрадь с целью дать ученику образец способа рассуждений при установлении принадлежности к соответствующим понятиям. Задание 5 как бы завершает работу над определением по​нятия «прямоугольный параллелепипед». Решения, данные в тетради, содержат пропуски в тексте, которые ученики должны заполнить при работе с тетрадью. Причем пропущены не случайные слова, а такие, которые заставляют ученика лишний раз обратиться к определениям, задуматься над последовательностью операций и т. п.
Приведем еще два задания из той же тетради. Они включены в тет​радь с печатной основой потому, что содержат образцы решения ти​пичных задач.
Задание 21. Сколько сантиметров проволоки пошло на изго​товление каркаса этого прямоугольного параллелепипеда (рис. 67)? Решите задачу разными способами.
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Первый способ.
1)  На ребра  нижнего основания  пошло . . . см.
2)  На   ребра   верхнего   основания   пошло . . . см.
3)  На вертикальные ребра пошло . . . см.
4)  Всего  на   каркас   пошло ... см. Второй   способ.
1)  На три неравных ребра пошло ... см.
2)   Всего на каркас пошло .   . см. Третий способ.
У прямоугольного параллелепипеда есть четверки равных ребер.
1)   На  ребра,  равные 2 см,  пошло . . . см.
2)   На ребра,  равные 5 см,  пошло . . . см.
3)   На ребра, равные 4 см, пошло ... см.
4)   Всего на каркас пошло . . . см.
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. Эти вычисления можно записать в строчку: 2-4+6-4 + 4Х X 4 = (. .. + ... + ...) -4=....
Задание 22. Найдите сумму длин ребер данного прямоуголь​ного параллелепипеда (рис. 68).
Первый способ.
1)   Ребер по а см  здесь 4. Сумма их длин равна 4а см.
2)   Ребер  по Ь см здесь .... Сумма их длин   равна . . . см.
3)   Ребер  по ... см  здесь ....  Сумма  их длин  равна . . . см.
4)   Сумма длин всех ребер равна . . . см. Второй способ.
1)  Сумма длин трех измерений равна (а + ... + •••) см.
2)  Сумма длин всех ребер равна 4 (... + ••• + •••) см. Объясни, почему ответы, полученные в первом и во втором случае, равны между собой.
Итак, тетрадь с печатной основой дает возможность отрабатывать понятия  и  прививать учащимся  навыки решения типовых задач.
Кроме того, тетрадь может подсказать пути решения нестандарт​ных задач и может быть успешно использована тогда, когда формули​ровка задачи, связанная, например, с чертежом, отнимает непропор​ционально много труда и времени по сравнению с процессом решения.
Вот примеры.
Задание 13.    Дорисуй  изображение  куба  (рис.  69).
Задание 58. Объем первого куба (рис. 70) равен сумме объемов трех остальных. Чему равно ребро первого куба?
Решение.   По таблице кубов находим, что: [image: image749.jpg]Scm
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объем куба с ребром 3 равен .. .;
объем куба с ребром 4 равен. . . ;
объем куба с ребром 5 равен ....
Значит, сумма объемов всех трех кубов равна 27+ ... + ...— = . . . , а это и есть объем первого куба. По таблице кубов находим, что его ребро равно ...
Ответ. Ребро первого куба равно ...    .
3.3. Экранные средства обуче​ния. В последние годы в практи​ке обучения математике все шире стали применяться экранные сред​ства, такие, как кинофильмы, диа​фильмы, диапозитивы, кодопозитивы. Практика использования их на уроках математики дает право утверждать, что экранные средст​ва повышают эффективность учеб​ной работы по математике, помо​гают добиваться более прочных, осознанных знаний, содействуют экономному расходованию учеб​ного  времени.
Из имеющихся экранных средств в учебной работе по математике наибольшее распространение как в восьмилетней, так и в средней школе получили диафильмы. Это в большей степени объясняется теми богатыми дидактическими возможностями, которые открываются при использовании диафильмов в  учебном  процессе.
Рассмотрим  лишь   некоторые   из   этих   возможностей.
1)  Диафильм позволяет мгновенно подать на экран готовый учеб​ный материал (текст, рисунок, чертеж), что экономит учебное время на уроке.
2)  Диафильм предоставляет возможность одновременно работать всему классу над кадрами, содержащимися в нем. При этом внимание всех учащихся привлекается к изображению на экране, которое под​вергается   всестороннему обсуждению.  По мере необходимости учи​тель  ставит  вопросы  по  изображению.
3)   Кадры диафильма можно рассматривать на экране так долго, как это нужно для того, чтобы исчерпывающе разобрать изучаемый материал. Это позволяет учителю строить свое объяснение примени​тельно к уровню данного класса, учитывая индивидуальные особен​ности зрителей.
4)   В отличие от серии диапозитивов диафильм состоит из кадров, расположенных в определенном порядке на едином носителе. Это позволяет автору излагать теоретический материал в диафильме последо​вательно, с позиций передовой методики. А так как порядок кадров в диафильме изменить нельзя, то учитель, работая с диафильмом, ведет
изложение программных вопросов методически правильно. Таким обра​зом, диафильм выступает в роли удобного методического помощника учителя. Кроме того, целостность, последовательность диалент дела​ет их весьма серьезным средством управления познавательной деятель​ностью учащихся.
Рассмотрим некоторые вопросы использования диафильмов в учеб​ной работе. Напомним, что диафильм — это серия кадров, объединен​ных смысловой связью и размещенных последовательно на прозрачной ленте. Связь между кадрами диафильма определяется содержанием учебной темы и структурой ее изучения в школе. В диафильмах учи​тель ясно ощущает заложенную в них методическую последователь​ность, структуру построения уроков. Молодому учителю эта предопре​деленность методических позиций может помочь в овладении мастер​ством преподавания. Опытный же учитель при желании может отойти от заложенной в диафильме методики, приспособив изложение к осо​бенностям своего класса. Но в любом случае работа с диафильмом должна оптимизировать учебный процесс. Чтобы добиться этого, не​обходимо выполнять общие дидактические требования в использова​нии диафильмов. Эти требования состоят в следующем: 1) обязательно разъяснять ученикам познавательную задачу, проблему так, чтобы она стала их личной задачей, проблемой; возбуждать интерес к ним, мобилизуя познавательные усилия учеников, и прежде всего их вни​мание; 2) обсуждать с учащимися способы решения задачи, проблемы, разрабатывать гипотезы и пути их проверки; 3) восстановить в памяти учеников предшествующий познавательный опыт, необходимый для усвоения нового, передаваемого непосредственно с помощью диафиль​ма; 4) подготовив учеников к восприятию материала диафильма, не устраняться от управления познавательным процессом во время ис​пользования диафильма на уроке, обращать внимание учеников в нужных случаях на главные объекты, ставить дополнительные вопро​сы и, если необходимо,  обсуждать их.
Большое значение для правильного применения диафильмов имеет и учет возрастных особенностей восприятия школьниками материала диафильма. Максимальная длительность работы с диафильмами для учащихся VI—VIII классов не должна превышать 20 мин. При этом количество кадров, демонстрируемых на одном уроке, должно быть не более 10—15. В противном случае наблюдается резкий спад усвое​ния  информации.
Эффективность обучения с помощью диафильмов зависит от пра​вильного выбора приемов их использования. Часто при использовании диафильмов можно наблюдать, как учитель сводит свои комментарии лишь к чтению субтитров (надписей на кадре). Этот прием оправдан лишь в том случае, когда в качестве надписи дано определение но​вого понятия или задание к кадру. В других случаях субтитр должен входить составной частью в рассказ или беседу учителя по теме, ко​торой посвящен диафильм или отдельная часть его. Чтобы добиться этого, учитель должен хорошо знать содержание диафильмов.
Результативность работы с диафильмом зависит также и от того, в каких условиях происходит демонстрация диафильма. Нецелесообразно для работы с диафильмом затемнять помещение, так как, во-первых, в затемненном классе значительное время требуется для адап​тации учителя и учеников при переходе от света к темноте и обратно. Кроме того, учащимся нужно психологически переключиться к прие​му информации в разных условиях, что нарушает устойчивость вни​мания — качество, чрезвычайно важнее для успешного обучения. Во-вторых, применение диафильмов в затемненном помещении в сущ​ности значительно уменьшает и методы обычной учебной деятельности. Преподаватель не только не может предложить учащимся иные фор​мы работы, кроме «смотри», «слушай», «запоминай», но и сам не спо​собен управлять учебным процессом до окончания демонстрации диа​фильма.
Избежать указанных недостатков в работе с диафильмами можно тогда, когда демонстрация диафильма проводится в классах без затем​нения, что достигается применением соответствующих диапроекторов, например диапроектора «ЛЭТИ-60».
Работа с диафильмом в классе без затемнения дает возможность из​бежать смены световых режимов в процессе учебной работы, расши​ряет формы учебной деятельности учащихся (параллельная работа с тетрадью, учебником, таблицей и др.), создает возможность эффектив​но контролировать учебную деятельность учащихся, наблюдать за их реакцией и целенаправленно управлять их познавательной деятель​ностью, позволяет осуществлять проекции кадров диафильма непо​средственно на классную доску с последующим выполнением на по​лученном от проекции изображении дополнительных построений, на​несением необходимых обозначений и др.
Значительно лучших результатов при работе с диафильмом можно достичь, если он используется в комплексе с другими средствами обучения. Например, при рассмотрении параллельной проекции и ее свойств в IX классе можно использовать кадры 3—19 диафильма «Параллельная проекция» (автор В. Семаков, студия «Диафильм», 1965 г.) в комплексе с первой частью (фрагменты 1—7) кинофильма «Параллельная проекция» (автор сценария А. Громов, студия «Школ-фильм», 1959 г.). Демонстрация указанной части кинофильма позво​ляет учащимся в динамике показать, что параллельное проектирова​ние есть переход от данной фигуры к ей соответствующей фигуре. По окончании демонстрации кинофрагментов проводится изложение этого материала с помощью кадров диафильма в темпе, соответствую​щем уровню класса.
Рассмотрим еще один из вопросов методики применения диафиль​мов в учебной работе по математике, а именно вопрос о том, на каких этапах обучения может быть использован диафильм.
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Выпускаемые студией «Диафильм» диафильмы предназначены глав​ным образом для использования их в процессе изложения нового ма​териала и на этапе первоначального закрепления изученных вопро​сов теории. Однако они могут быть использованы в процессе повторе​ния   пройденного  материала   и  для   проверки   знаний  учащихся.
Демонстрируя диафильм в ходе изложения нового материала, учитель должен широко раскрыть необходимый для урока объем информации, заложенный в кадрах диафильма. Как уже указывалось, ограничиваться только демонстрацией кадров и чтением надписей без комментариев педагогически нецелесообразно.
Рассмотрим применение в V классе диафильма «Геометрические преобразования»   (автор   М.   Волович,   «Диафильм»,   1976   г.).
Прежде всего отметим, что кадры указанного диафильма пред​назначены для обсуждения материала со всеми учащимися в классе. Например, кадр 1 (рис. 71) позволяет подготовить учащихся к знаком​ству с теми геометрическими преобразованиями, которые изучаются в курсе V класса. Учитель может поставить перед классом такую, на​пример, задачу: «Каким образом совместить лист, на котором «отпе​чаталась» верхняя левая фигура с правой нижней фигурой? С правой верхней фигурой?» В ходе обсуждения ученики, которые еще ничего не знают ни о центральной, ни об осевой симметрии, фактически полу​чают первое представление об этих преобразованиях. Кадр 4 (рис. 72) дает достаточный материал для подведения учащихся к определению центрально-симметричных точек. Основой кадра 5 служит рисунок 73. Над ним в кадре помещен текст: «Две точки А и В называются симметричными относительно точки О, если точка О — середина от​резка АВ». Под рисунком текст: «Назовите точки, симметричные от​носительно точки О».
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В ходе обсуждения текста, содержащегося в кадре, должно быть выяснено, что для установления симметричности двух точек А и В относительно точки О необходимо проверить наличие двух свойств: 1) точка О принадлежит отрезку, соединяющему две данные точки А и В; 2) точка О является серединой отрезка АВ. Наличие в кадре чертежа, на котором имеются пары точек, симметричных относительно точки О, помогает учителю организовать фронтальную работу уча​щихся по закреплению определения.
Методика использования диафильмов при повторении и закрепле​нии изученного материала менее сложна, чем в предыдущем рассмот​ренном случае. С помощью диафильма проводить повторение целесо​образно после того, как будет закончено изучение программной темы или целого раздела. Следует только при этом учитывать, что повторе​ние должно способствовать систематизации пройденного, установле​нию связи между отдельными положениями, сравнению с изученным ранее. Хороших результатов при повторении можно достичь и в слу​чае, если используется диафильм, раскрывающий практическое при​менение изученных вопросов теории. Например, при повторении темы «Четырехугольники» можно использовать первый фрагмент диафильма «Практическое применение геометрии» (автор В. Семаков, студия «Диа​фильм», 1963 г.). В кадрах этого фрагмента рассмотрено практическое применение свойств параллелограмма, ромба, прямоугольника.
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Эффективным средством обучения являются и диапозитивы. Они позволяют организовать проведение самостоятельных и контрольных работ, опрос и т. д. Особенно полезно применять диапозитивы при обучении решению задач. В отличие от диафильмов серия диапозити​вов состоит из разрозненных кадров. Поэтому, готовясь к уроку, учитель может отобрать нужные ему диапозитивы (даже из разных серий) и расположить их в нужном порядке для демонстрации на уроке. При отборе диапозитивов и выборе порядка их следования учитыва​ются как возможности класса, так и особенности принятой учителем методики преподавания.
Перейдем к характеристике кинофильмов. В преподавании мате​матики находят применение как полнометражные фильмы (длитель​ность демонстрации свыше 10 мин), так и короткометражные (длитель​ность демонстрации до 10 мин). Большинство из выпущенных полно​метражных (целостных) фильмов по математике носят обзорный харак​тер. Это кинофильм-экскурсия, кинофильм по истории математики, кинофильм, посвященный материалу, являющемуся самостоятель​ным разделом курса математики, например «Тригонометрические функции» и др. Большая продолжительность демонстрации полноме​тражного фильма на длительное время выключает преподавателя из педагогического процесса. Он не может тут же объяснить учащимся трудное место, обсудить различные способы достижения того же явле​ния или решения. В свою очередь учащиеся вынуждены откладывать «на потом» свои вопросы к учителю. Поэтому наиболее эффективны пол​нометражные кинофильмы при повторении, закреплении, обобщении материала   и  т.   д.
Короткометражные фильмы (кинофрагменты, кинокольцовки) обыч​но посвящаются рассмотрению одного-двух вопросов курса математи​ки и служат для использования на уроке при предварительном зна​комстве с новым материалом. Демонстрировать кинофильмы желатель​но при частичном затемнении помещения, чтобы учащиеся могли в слу​чае необходимости отметить что-либо в тетрадях. Тогда возрастает возможность обсудить кинофрагмент после его демонстрации.
В отличие от кинофрагмента кинокольцовка может быть показана подряд любое число раз. При многократном повторении кадров кино​кольцовки учитель получает возможность привлекать внимание уча​щихся, не обладающих хорошо развитыми навыками наблюдения, хо​рошими пространственными представлениями и воображением. Ис​пользование кинокольцовок не только позволяет объяснить ученикам последовательность доказательств теорем или последовательность решения задачи, но и дает возможность тренировать ученика. Можно, например, после просмотра материала в звуковом варианте снова по​казать его без звука с комментариями ученика. Таким образом, кино​кольцовка является весьма эффективным кинопособием и должна ис​пользоваться во всех случаях,  когда  позволяет материал.
Итак, наиболее типичным для урока математики является исполь​зование коротких кинофрагментов, которые органически включаются в состав урока. Однако эффективность использования кинофильмов на уроках математики зависит не только от характера кинопособия. Здесь большую роль играет и подготовка учащихся к восприятию кино​информации. Для этого учителю необходимо самому просмотреть кино​фильм, установить, на что обратить особое внимание при его просмотре, поставить перед классом вопросы по содержанию фильма, организо​вать обсуждение фильма после его просмотра. Только   проведение тщательной подготовительной работы, организация целенаправленной деятельности учащихся во время и после просмотра кинофильма мо​гут дать желаемые результаты.
Наряду с проекторами для демонстрации кинофильмов, диафиль​мов и диапозитивов в практике обучения математике достаточно ши​роко применяется еще один вид проектора — это кодоскоп (или класс​ная оптическая доска). До недавнего времени в школе применялась устаревшая модель кодоскопа с размерами рабочего окна 104 х 140 мм. На смену ему пришел современный аппарат — графопроектор «Лек-тор-2000» с окном, соответствующим мировому стандарту (250 х X 250 мм).
С помощью графопроектора можно любой учебный материал (текст, чертеж, рисунок), нанесенный на прозрачную основу фотогра​фическим или графическим способом, спроектировать на экран или классную доску. Материалы на прозрачной основе для графопроекто​ра будем называть кодопозитивами или транспарантами.
Рассмотрим возможности, которые появляются при применении графопроектора на уроках математики. 1) Графопроектор дает доста​точно яркое и сравнительно больших размеров изображение, что поз​воляет проектировать кодопозитив непосредственно на доску, на ко​торой возможно мелом достраивать изображение, дополнять его и т. д. 2) Учитель может не только пользоваться заранее заготовленными ко​допозитивами, но показывать при помощи графопроектора записи, непосредственно выполненные на уроке. С этой целью можно исполь​зовать любой лист прозрачного материала (целлофана, целлулоида, полиэтилена и т. д.). На экране учащиеся сразу же увидят все записи, выполняемые учителем. Можно часть записей подготовить заранее, до урока, а в классе лишь дополнить их. 3) Существенно, что при работе с графопроектором учитель все время стоит лицом к классу и может наблюдать за учащимися и более эффективно руководить их работой. Это создает ряд преимуществ по сравнению с традиционным методом работы на доске. 4) При использовании графопроектора можно нало​жить несколько кодопозитивов друг на друга, чем достигается эффект присутствия при построении и создаются большие возможности для составления условий задач на комбинации геометрических тел, на графическое решение уравнений и их систем, на построение сечений и т. д. Представляет интерес и возможность смещения кодопозитивов друг относительно друга при их совмещенном показе, например при изучении геометрических преобразований. 5) Новые возможности до​стигаются при использовании графопроектора в ходе опроса учащих​ся. Учащимся предлагается на листах пленки написать доказатель​ство теоремы, вывод формулы, решение задачи и т. п. После этого записи учеников демонстрируются через графопроектор всему классу. Если при этом окажется, что требуется внести исправления, ученик возвращается с выполненными на пленке записями на свое место, где и устраняет допущенные недочеты. Графопроектор удобно использо​вать при объяснении и закреплении нового материала, при выполне​нии разнообразных математических упражнений и решении задач, при проведении самостоятельных и контрольных работ, для организации индивидуальной работы с учащимися на уроке, для записи домаш​него задания. Незаменим графопроектор и во внеклассной работе при решении занимательных и логических задач, разгадывании ребу​сов и др.
Рассмотрим более подробно применение кодопозитивов. Объясне​ние нового материала на уроке часто связано с доказательством различ​ных теорем. Для лучшего усвоения как условия, так и доказательства теоремы учитель может заранее заготовить набор кодопозитивов. Например, на первом кодопозитиве учитель сделает запись формулиров​ки теоремы, на втором — чертеж к теореме, на третьем — вспомога​тельные линии, на четвертом — запись начала доказательства и на пятом — запись заключительной части доказательства теоремы. Имея такой набор кодопозитивов, учитель вначале накладывает на конден-сорную линзу графопроектора первый из них и обсуждает с учащими​ся формулировку теоремы. Затем он накладывает сверху второй кодо​позитив и на экране рядом с записью теоремы появляется чертеж. Те​перь учитель имеет возможность обсудить различные способы дока​зательства теоремы. При этом, если изображение проецируется на доску, можно попросить учащихся наметить на доске (мелом) те вспо​могательные линии, которые потребуются для проведения доказатель​ства. Если линии проведены неверно, их можно стереть, а чертеж, соз​даваемый на доске графопроектором, останется. После обсуждения можно стереть все записи на доске и наложить третий кодопозитив с нанесенными на нем вспомогательными линиями. Когда учащиеся перенесут в свои тетради чертеж, учитель накладывает четвертый [image: image753.jpg]


лист с записью начала доказательства. Наконец, после того как эта часть доказательства обсуждена и перенесена учащимися в тетради, учитель накладывает последний, пятый кодопозитив и обсуждает ко​нец доказательства. Для того чтобы «стереть» все написанное, доста​точно снять кодопозитивы с графопроектора. При необходимости учитель может бегло повторить все доказательство, накладывая еще раз один за другим кодопозитивы.
Для того чтобы совмещение кодопозитивов при их наложении друг на друга было более точным, их соединяют по краям при помощи лип​кой ленты. Таким образом можно соединить до пяти кодопозитивов (рис. 74).
Применение накладного кодопозитива дает возможность учителю в любой момент буквально за несколько секунд воспроизвести нужный этап решения задачи.
Еще одна форма работы с графопроектором — смещение двух или большего числа транспарантов относительно друг друга при их сов​местном показе. Для иллюстрации рассмот​рим следующий пример. Учитель имеет два транспаранта, на одном из которых изобра​жена координатная плоскость, а на дру​гом — график функции у = х2, но без осей координат. С помощью этих транспарантов учитель может: а) по-разному накладывая один на другой,  задавать вопросы о знаке коэффициентов а, Ь и с получившегося графика трехчлена[image: image587.png]
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о знаке дискриминанта, о характере корней,  о координатах вершины и т. д.; б) иллюстрировать сдвиги графиков, т. е. пере​ход от графика у = f(х) к графику у = f (х + р) + q на примере функции[image: image589.png]


в) задавать учащимся вопросы типа «Как выглядит график трехчлена [image: image590.png]y = ax® + bx + ¢,



у которого а < О, а оба корня отрицательны?» и предлагать им отвечать на эти вопросы, перемещая транспарант с параболой на графопроекторе; г) иллюстрировать ре​шение квадратных неравенств и т. д. Более того, имея, кроме транспа​рантов с изображением координатной сетки и параболы, еще один, на котором нанесена прямая линия, можно, по-разному накладывая тран​спаранты с прямой и параболой на координатную сетку, иллюстриро​вать графическое решение системы уравнений  вида
[image: image591.png]{yzx’+px+qy
ax + by +¢=0.




При проведении самостоятельных и контрольных работ можно ис​пользовать заранее подготовленные кодопозитивы с текстами заданий. При проверке результатов выполнения самостоятельных работ можно поступить так: ученикам предлагается задание, которое некоторые уча​щиеся выполняют на пленке. С помощью графопроектора записи прое​цируются на доску. Работа ученика будет видна всем, ее можно обсудить. При анализе ошибок, допущенных в самостоятельных и контрольных работах, можно показать целые кодофильмы (ленты), где указаны типичные ошибки и фамилии учащихся, допустивших эти ошибки.
Подведем итоги. Существуют два основных способа использования графопроектора на уроках математики. Первый способ — изготовление самодельных кодопозитивов и показ их на уроке. При таком примене​нии графопроектор аналогичен диапроектору, хотя и имеет перед ним определенные преимущества: большая яркость изображения на экра​не и большее удобство при вычерчивании изображения (за счет вели​чины кадра). Именно так используется графопроектор при проведении опроса учащихся. Однако наиболее существенным для урока математи​ки является второй способ использования графопроектора — создание на экране (или на доске) изображений, части которых могут пере​мещаться относительно друг друга; могут дополняться вновь воз​никающими частями изображения, надписями, подчеркиваниями и  т.  д.
Разумеется, эта динамика изображений, создаваемых с помощью графопроектора, имеет свои рамки и ограничения: передвигающиеся фигуры не могут менять свои размеры и форму, нельзя показать по​добное растяжение фигур или поворот многогранника в пространстве и т. д. И тем не менее, несмотря на эти ограничения, графопроек​тор можно охарактеризовать как динамичное экранное средство обу​чения.
§ 4. ОРГАНИЗАЦИЯ И ОБОРУДОВАНИЕ КАБИНЕТА МАТЕМАТИКИ

Как уже отмечалось, повышение качества обучения математике практически невозможно осуществить без широкого использования в учебной работе разнообразных средств обучения. Так, в современных условиях учитель часто начинает урок математическим диктантом с помощью магнитофона с целью проверки усвоения изученного ранее материала, демонстрирует кинофрагмент, сопровождает изложение нового материала показом кадров диафильма, проводит закрепление материала с помощью диапозитивов, предлагает выполнить задание в тетради с печатной основой, использует брошюры с заданиями для организации самостоятельной работы, выдает домашнее задание с по​мощью кодопозитива, применяя при этом графопроектор.
Переносить все оборудование, необходимое для такого урока мате​матики, из класса в класс невозможно, к тому же полноценное примене​ние разнообразных средств обучения в таких условиях неосуществимо.
Достичь высоких результатов в обучении математике с примене​нием разнообразных видов учебного оборудования и технических средств возможно при условии, если в школе оборудован кабинет ма​тематики, в котором все («до последней мелочи») содействует совершен​ствованию учебно-воспитательной работы по предмету.
Стол учителя и рабочее место ученика, классная доска и шкафы для хранения средств обучения, затемнение класса и другие приспо​собления и предметы оборудования должны быть максимально удоб​ными для работы. Каждое средство обучения (модель, диафильм, таб​лица, кинофрагмент, кодопозитив и т. д.) должно составлять органиче​скую часть системы, обеспечивающей достижение высокого уровня усвоения математических знаний и способствующей активизации позна​вательной деятельности школьников.
Итак, кабинет математики — это учебное подразделение школы, представляющее собой единую, органически связанную систему учеб​ного оборудования, позволяющую оптимизировать учебно-воспита​тельный процесс на уроке и во внеурочной работе по математике.
Кабинеты математики оснащаются:
1.  Полным комплектом учебного оборудования по математике в соответствии с «Типовым перечнем учебно-наглядных   пособий и учеб​ного оборудования для общеобразовательных школ».
2.   Учебным оборудованием, изготовленным учителем   с   привлече​нием учащихся, в дополнение к перечню.
3.   Комплектом дидактических карточек с заданиями для  осущест​вления  индивидуального подхода при обучении,  организации   само​стоятельных работ и упражнений учащихся, проведения контрольных работ.
4.   Комплектом технических средств обучения   (кинопроектор, диа​проектор,   эпидиаскоп, графопроектор, магнитофон, телевизор) и при​способлениями для их использования (экран,   зашторивание, подстав​ки  под аппаратуру,  устройства дистанционного управления).
5.  Математической  библиотечкой   и  библиографической    картоте​кой к ней. 6.   Комплектом учебно-методических пособий.
7.   Набором лучших письменных контрольных и экзаменационных работ, выполненных учениками.
8.   Инструментами  и  материалами  для работы   по   изготовлению пособий.
9.   Картотекой учебного оборудования для изучения   каждого во​проса программы (или пункта учебника).
10.   Картотекой — описью имеющегося в кабинете учебного обору​дования   и   технических   средств   обучения.
Работа в кабинете математики регламентируется рядом докумен​тов, принятых Министерствами просвещения СССР и РСФСР. Это прежде всего методические рекомендации Министерства просвещения СССР «Об учебных кабинетах общеобразовательной школы», опреде​ляющие направление работы кабинета и организацию работы в нем. На основе этих рекомендаций разрабатывается положение о кабинете математики. Вторым документом, выполнение требований которого является обязательным для всех работающих в кабинете, являются «Правила по технике безопасности для  кабинета    математики».
При эксплуатации технических средств обучения должны соблю​даться «Гигиенические рекомендации по использованию технических средств обучения (экранно-звуковых, экранных и звуковых) в учеб​ном процессе».
Планировка кабинета математики во многом зависит от размеров и формы помещения, расположения двери, встроенных шкафов и дру​гих факторов. Но независимо от этого в любом кабинете математики на передней стене его укрепляется классная доска, над доской — све​тильники, пластиковый экран (типа ЭПП-1 или ЭПП-2), приспособле​ния для демонстрации справочных таблиц. Под доской — ящики для хранения таблиц и готовальня для классных чертежных инструмен​тов. Если доска закрывает не всю переднюю стенку, то сбоку от нее могут крепиться демонстрационные приборы типа «Электросветовое табло» и др. Наиболее удобна распашная классная доска. Если же рас​стояние от передней стены до столов учащихся мало, то можно исполь​зовать раздвижную доску. Поверхность одной из створок распашной доски может быть обита железом, что позволяет демонстрировать по​собия с магнитным креплением. На поверхность другой нанесена ко​ординатная сетка. Вдоль верхнего края доски к стене прибивается планка, на которой укрепляются картодержатели для подвешивания рабочих таблиц.
Средняя часть раздвижной классной доски — лист железа, покры​тый белой краской (магнитная доска — экран). Доска имеет четыре выдвижных поля. На обеих сторонах каждого можно писать мелом (поля полностью вынимаются из направляющих и переворачиваются обратной стороной к классу).
На боковой стене класса (напротив окон) может быть смонтирован экспозиционный щит. Он может представлять собой магнитную доску, оклеенную декоративной пленкой, на которой с помощью магнитов крепятся справочные таблицы и другие материалы.
У задней стены кабинета обычно располагаются секционные шкафы для хранения учебного оборудования и подставка для технических средств обучения. На подставке для ТСО размещаются кинопроектор («Радуга» или «Украина»), диапроекторы. («ЛЭТИ-60», «Свитязь-М» или «Лектор-600»).
Диапроектор можно поставить и на стол учителя, если при этом текст на экране будет читаться с самой дальней точки класса.
Система затемнения на окнах кабинета обеспечивает нормальные условия демонстрации кино- и диафильмов. Шторы изготовляются из плотной драпировочной хлопчатобумажной ткани с подкладкой из темного материала и пропитываются огнеупорным составом. По длине И ширине они должны быть на 20—30 см больше размеров окна. Шторы могут двигаться горизонтально или вертикально, вручную или с по​мощью реверсивного электромотора.
Стол учителя может быть различной конструкции. Наиболее удо​бен стол с тумбой для графопроектора и ящиком для магнитофона.
Стол с графопроектором устанавливается в начале среднего ряда. К нему подводится скрытая электропроводка. Магнитофон использу​ется для организации оперативного контроля в форме математических диктантов: на магнитной ленте записаны в двух вариантах тексты за​даний (мужским голосом — первый вариант, женским — второй). В этих целях можно использовать любой катушечный магнитофон («Комета», «Астра» и др.) или кассетный («Тоника», «Электроника», «Весна» и др.). Звукозаписи хранятся в коробках, на которых указы​вается скорость записи, для какого класса и к каким пунктам учеб​ника записан диктант. В коробку вкладываются тексты диктантов с ответами к заданиям.
На столе учителя могут быть расположены пульты управления электрооборудованием и контролирующим устройством. К пульту управления подводится скрытая электропроводка от проекционной аппаратуры, электроосвещения класса, системы зашторивания, магни​тофона (электрофона), контролирующего устройства.
В настоящее время кабинеты оснащаются обычно контролирующи​ми устройствами различных систем (АМК-1, «Орленок» и др.). Каждое из них состоит из пульта учителя и пультов учащихся, соединенных с пультом учителя электрокабелем. Устройство АМК-1 работает по методу выборочных ответов: учащимся предлагается задание и не​сколько ответов к нему, один из которых правильный. Решив задачу, ученик указывает номер ответа (на пульте учителя, если ответ верен, загорается лампочка). Устройства «Орленок» и «Диск-18» работают по методу свободно конструируемых ответов: ученик, решив задачу, набирает ответ с помощью диска (как на телефоне). Для этого на диске расположен круг со всеми используемыми в школе математическими знаками. Если получен верный ответ, то на пульте учителя загорается лампочка.
Рабочие места учащихся оборудованы стульями и двухместными консольными столами. На столе располагаются пульты контролирую​щего устройства и пенал с чертежными инструментами и бумагой.
При выполнении самостоятельной работы учащиеся используют чертежные инструменты (угольники, циркули, трафареты), вычислительные устройства, резиновые штемпеля, модели геометрических тел.
Эффективному использованию средств обучения способствует со​ставление карт подготовки учителя математики к уроку по каждому пункту учебника. В них — основное содержание пункта, формы ра​боты учителя и учащихся, используемое учебное оборудование. По мере пополнения кабинета учебными пособиями в карты вносят необ​ходимые изменения.
Таким образом, оборудование кабинета математики подчинено главной цели — обеспечению максимальной эффективности труда учи​теля  и учащихся.
§ 5. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ИЗГОТОВЛЕНИЯ 
НАГЛЯДНЫХ ПОСОБИЙ ПО МАТЕМАТИКЕ

Практика показывает, что в тех школах, в которых работают мате​матические кабинеты, качество математической подготовки учащихся, как правило, выше.
Чтобы оснастить математический кабинет и обеспечить учебный процесс необходимыми средствами обучения, нужны разнообразные наглядные пособия, многие из них могут быть изготовлены учащимися и учителем.
Процесс изготовления наглядных пособий имеет большое воспита​тельное и образовательное значение. При моделировании учащиеся учатся чертить и читать технические чертежи; развиваются их кон​структорские способности, творческая инициатива, интерес к само​стоятельной работе.
Рассмотрим некоторые вопросы моделирования из проволоки, стекла, картона.
Проволочные каркасные модели находят широкое применение на уроках стереометрии. Они позволяют показать виды, элементы и про​екцию многогранника на плоскость (тень модели на листе белой бума​ги), сечение многогранника плоскостью, комбинации геометрических тел.
Для изготовления каркасных моделей нужна железная проволока диаметром 2,5—3 мм. Порядок операций при изготовлении может быть следующим: по заданным параметрам рассчитать размеры всех эле​ментов модели; нарезать проволоку по определенным размерам, за​пилить концы стержней под требуемый угол; зачистить места соеди​нений и спаять модель; окрасить модель краской. Окрашивать модель лучше в разные цвета: основной контур — в один цвет, дополнитель​ные линии (диагонали, высоты, сечения и др.) — в другой.
Чтобы работа носила творческий характер, учащемуся следует ука​зать лишь название модели, которую он должен изготовить. В этом случае учащийся сначала выступает в роли конструктора, который должен вычертить заданную фигуру, сообразуясь с имеющимися ма​териалами, рассчитать и расставить необходимые размеры на чертеже, вычертить наглядные изображения. После утверждения чертежа пре​подавателем учащийся   приступает к изготовлению модели, выступая уже в роли  квалифицированного рабочего,   исполнителя  идеи   кон​структора.
Ниже перечислены серии каркасных моделей, необходимые на уро​ках стереометрии:
1)   Набор моделей правильных призм и пирамид (полных и усечен​ных). Для определения размеров всех элементов даны высота, одина​ковая для всех призм и полных пирамид, и радиус круга, описанного около основания.  Модели усеченных пирамид также должны иметь одинаковую высоту.
2)  Набор моделей четырехугольных пирамид,  вершины которых проектируются  в точку  пересечения  диагоналей  основания.   Кроме основного контура, модель должна иметь высоту, диагональ основания и высоты боковых граней. Все модели целесообразно сделать одина​ковой  высоты.
3)   Набор моделей к наиболее трудным задачам курса геометрии IX—X классов.
4)   Набор моделей на комбинации многогранников.
5)   Набор круглых тел и моделей на комбинации цилиндра, конуса, шара с многогранниками.
Наряду с каркасными моделями в процессе обучения математике находят применение модели из стекла. Использовать стеклянные мо​дели рекомендуется в тех случаях, когда необходимо показать в много​граннике сечение или другое вписанное в него геометрическое тело.
Опыт показывает, что изготовлять модели из стекла в ряде случаев проще, чем соответствующие каркасные модели. Кроме того, материал для изготовления таких моделей — стекло, конторский клей, сили​катный клей, бумага и нитки — имеется в любой школе. Построение модели включает в себя определение истинных размеров деталей моде​лируемого тела, изготовление этих деталей из стекла и, наконец, скле​ивание модели.
Определение истинных размеров деталей модели возможно, если заданы необходимые линейные и угловые размеры геометрического тела, модель которого учащиеся изготовляют. Часто исходные разме​ры определяются условием задачи, "для иллюстрации решения которой изготовляется модель. Определив размеры модели, следует вычертить отдельные детали развертки на листе бумаги, которые в дальнейшем используются как'выкройки для изготовления граней модели из стекла.
Вырезанные из стекла грани модели склеивают силикатным клеем (можно использовать столярный клей) при помощи бумажных полосок шириной 5—6 мм до получения развертки изготовляемого многогран​ника. Затем из развертки склеивают модель. Бумажные полоски, которыми склеивали развертку, в готовой модели должны оказаться внутри.
Прежде чем заклеить последнюю грань, внутри модели устанавли​вают требуемое сечение, вырезанное из цветного стекла, или геометри​ческое тело, которое будет вписано в многогранник. После заклейки последней грани изготовляемую модель окантовывают с внешней сто​роны полосками черной бумаги.Среди самодельных наглядных пособий по стереометрии большое место занимают модели, изготовляемые из картона. Чтобы сделать картонную модель, достаточно усвоить такие простые операции, как резание, сгибание и склеивание картона.
Изготовить модель из картона можно в следующем порядке:
1.  На листе картона вычерчивают наиболее рациональную разверт​ку многогранника в натуральную величину вместе с соединительными клапанами,   необходимыми для  склеивания  многогранника  из   этой развертки.
2.  Вычерченную развертку вместе с соединительными   клапанами вырезают из картона и сгибают по линиям, отделяющим грани друг от друга и клапаны от граней. Чтобы линия сгиба была ровной, следует предварительно по этой линии сделать надрез.
3.   Из полученной развертки склеивают многогранник, ребра ко​торого с внешней стороны окантовывают полосками цветной бумаги, а грани оклеивают.
Из-за непрозрачности картона нельзя использовать картонные мно​гогранники для демонстрации сечения тел и тел, вписанных друг в друга. Поэтому в большинстве случаев с помощью картонной модели можно показать лишь форму многогранника.
Кроме моделей по стереометрии, из бумаги, картона и других ма​териалов можно изготовить большое число разнообразных подвижных моделей по курсу математики IV—VIII классов. Основной частью та​ких моделей является панель, вырезанная из плотного картона. Па​нель окантовывается бумагой темного цвета, а лицевая сторона ее оклеивается белой бумагой. На готовой панели осуществляется мон​таж модели для иллюстрации того или иного математического пред​ложения.
Приведем примерный перечень подвижных моделей, которые могут быть изготовлены по курсу геометрии VI—VIII классов:
1.  Модель  для иллюстрации смежных углов.
2.  Модель к теоремам, выражающим признаки равенства треуголь​ников.
3.  Модель  для  иллюстрации свойств равнобедренного треуголь​ника.
4.  Модель  к теореме о сумме углов треугольника.
5.  Модель   для   иллюстрации   свойств   внешнего   угла  треуголь​ника.
6.  Модель  для  иллюстрации  вписанных  в окружность  углов.
7.  Модель  «Четырехугольники».
8.  Модель   для   иллюстрации   свойств   параллелограмма.
9.  Модель  «Средняя  линия  трапеции».
10.  Модель для иллюстрации взаимного расположения прямой и окружности.
11.  Модель для   иллюстрации   преобразований  фигур.
12.  Модель   для   иллюстрации   площади:   а) параллелограмма; б) треугольника; в) трапеции и др.
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Глава VIII
ВОПРОСЫ МЕТОДИКИ УГЛУБЛЕННОГО
 ИЗУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКИ

В данной главе рассматриваются вопросы изучения математики в математических классах и школах, на факультативных занятиях, во внеклассной работе. Эта область методики очень обширна. Авторы не ставили задачу дать ее исчерпывающее описание. Основное внимание уделялось содержанию изучаемого материала и методам, которые ис​пользуются при углубленном изучении математики.
§ 1. ОСОБЕННОСТИ ПРЕПОДАВАНИЯ МАТЕМАТИКИ В ШКОЛАХ
 И КЛАССАХ С УГЛУБЛЕННЫМ ИЗУЧЕНИЕМ ЭТОГО ПРЕДМЕТА

1.1. Нормативный материал. Математические классы были созда​ны в нашей стране в начале 60-х годов, когда выяснилась необходи​мость подготовки большого количества специалистов, умеющих ис​пользовать прикладные возможности математики: программистов, инженеров-конструкторов, физиков, экономистов и др. Первые итоги работы показали, что эти школы успешно выполняют задачу развития математических способностей учащихся. В дальнейшем сеть таких школ и классов расширялась в плане выполнения постановления ЦК КПСС и Совета Министров СССР от 10 ноября 1966 г. «О мерах по даль​нейшему улучшению работы средней общеобразовательной школы».
В настоящее время среди математических школ и классов (их со​временное официальное название — «школы и классы с углубленным теоретическим и практическим изучением математики») можно выделить два типа. К первому относятся школы и школы-интернаты, созданные при Московском, Ленинградском, Новосибирском, Киевском и ряде других университетов и ведущих технических вузах, таких, напри​мер, как МИФИ. Обучение в них ведется по программам, разработан​ным коллективами ученых и преподавателей соответствующих вузов. Деятельностью такой школы руководит специальный совет, в состав которого входят сотрудники данного вуза. Этот совет наделен широ​кими полномочиями по разработке и совершенствованию системы обу​чения и воспитания учащихся.
Ко второму типу относятся математические школы и классы, соз​данные в общеобразовательных школах по решению районных (город​ских) управлений народного образования. Таких школ значительно больше. Их деятельность регламентируется «Типовым положением о школах и классах с углубленным изучением отдельных предметов», которое утверждено Министерством просвещения СССР в  1974 г. Все последующее изложение относится в основном ко второму типу школ. В настоящее время они включают IX и X классы. Обучение ма​тематике в них ведется по специальным программам [45]. В программу общематематического учебного предмета «Общий курс математики» полностью входит программа массовой школы и, кроме того, ряд дополнительных вопросов, важных для математического и общего развития учащихся. Курс математики в математических классах рас​считан на большее учебное время по сравнению с обычными: за счет факультативных занятий выделяется 2—4 ч в неделю. В настоящее время в соответствии с типовым учебным планом в этих классах изу​чаются три предмета общего курса математики: математический ана​лиз, алгебра, геометрия.
При сравнении программ массовой и математической школы можно отметить, что в курсе геометрии различия между ними невелики: по существу нового материала программа математических классов не со​держит. Алгебраический материал, изучаемый в математических клас​сах, включает темы, отсутствующие в программе массовой школы. Среди них комплексные числа, многочлены от одной и нескольких пере​менных, комбинаторика, теория вероятностей. Изучение математиче​ского анализа предусматривает более глубокое знакомство с теорией пределов и наличие отсутствующей в массовой школе темы «Дифферен​циальные уравнения». В целом курс математики в математической школе ненамного шире, чем в массовой.
В математических школах, которые имеют возможность исполь​зования вычислительной техники, кроме общего курса математики, изучается прикладной учебный предмет. Как правило, это «Програм​мирование и вычислительная математика». Трудовое обучение в таком случае состоит в освоении теоретических основ программирования и практике работы на ЭВМ в качестве операторов и программистов.
Для математических школ изданы и продолжают разрабатываться специальные учебные пособия [1,  12,  13].
1.2. Прием и контингент. В математические классы обычно по​ступают учащиеся, посещающие математические кружки, участвующие в олимпиадах и вообще проявляющие интерес к математике. На​бор в математические классы начинается с апреля. В городах прием производится независимо от района обслуживания школы, поэтому информацию о наборе полезно распространять возможно шире, в частности на районных и городских математических олимпиадах.
Набор производится на основе собеседования. Если количество желающих поступить в математический класс превосходит норму, в процессе собеседования предлагаются задачи. Их сложность зависит от конкретных условий, в частности от количества поступающих и степени их подготовленности. Она может меняться в широком диапа​зоне от заданий, практически не превышающих сложности школьной программы,   до   трудных   олимпиадных   задач.
При отборе в математические классы полезно учитывать не только степень математической подготовки, но и сообразительность, остро​умие ответов, явную заинтересованность математикой. Уже во время собеседования учитель может составить представление о степени подготовленности своих будущих учеников.
Ученики математических классов, которые по каким-либо причи​нам не смогли продолжать обучение в них, имеют право переходить в обычные классы. При наличии в математическом классе вакантных мест (если число учеников меньше 35 человек) в течение учебного года в   него   может   производиться   дополнительный   прием.
1.3. Система работы. Система учебной работы в математическом классе имеет ряд особенностей по сравнению с работой в обычных классах. Это касается многих компонентов учебного процесса. Здесь будут отмечены некоторые из них, имеющие прямое отношение к обу​чению математике.
1) Учебные материалы. К изучению математики в математиче​ском классе привлекается разнообразная учебная литература. Помимо специальных учебных пособий, используются учебники для массовой школы, экспериментальные учебные пособия, различные сборники задач, книги, освещающие опыт работы в математических классах и содержащие материал обучения [31—34, 40, 51]. Московским город​ским институтом усовершенствования учителей выпущены пособия • для учителей, в которых даются тематическое планирование, тексты самостоятельных и контрольных работ с решениями и ответами [17, 18]. Много полезного материала содержится в журналах «Математика в школе», «Квант», в книгах серий «Популярные лекции по математи​ке», «Библиотечка «Кванта»» и др.
Нередко интенсивность использования этих дополнительных мате​риалов такова, что работа с учебником отходит на задний план. Он используется как источник определений, теорем и стандартных прие​мов в основном в самостоятельной работе учеников и при контроле объема   пройденного  материала.
Иногда обучение ведется по материалам, разработанным учителем или научными работниками и студентами, работающими в данном классе. Отметим складывающуюся в настоящее время систему так на​зываемых «листков с заданиями». Каждый листок — это система из нескольких задач по одной теме. Листок составляется учителем, по​этому можно в широких пределах варьировать его содержание, под​чиняя достижению целей, выявляющихся иногда лишь в ходе обуче​ния. Необходимо предусмотреть, чтобы каждый ученик имел на уро​ках экземпляр листка. Диапазон использования листков обширен — от эпизодического использования до построения на их основе целых курсов [51, с. 6—76].
Приведем пример листка (для работы по курсу «Математический анализ» в IX классе).
Задание № 1, часть 2. Действительные числа и пределы последовательностей.
1.  Доказать, что число[image: image592.png]vz Ve—ays
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рационально.
2.  Доказать   что число 0,1234567891011121314...  иррационально.
3.  Доказать, что в любом отрезке числовой прямой содержатся как рациональные, так и иррациональные числа.
4. Найти 
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5. Исследовать   на   сходимость   последовательности:
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6.  Доказать, что последовательность[image: image595.png]


сходится, и найти ее предел с точностью до 0,1.
7.   Если последовательность [image: image596.png](x5)



имеет предел А, то: а) последо​вательность, полученная из нее перенумерацией членов, также имеет предел А; б) любая  подпоследовательность   последовательности[image: image597.png](x,)



 (что это такое, дайте определение) также имеет предел А. Доказать.
8.а) Доказать   сходимость   последовательностей, [image: image598.png](@) n (by,)



 где
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б)  Используя факт сходимости данных последовательностей, уста​новить, что предел первой равен[image: image601.png]5 L+ V5,



а второй[image: image602.png]V5.




в)  Привести пример последовательности, не совпадающей с после​довательностью[image: image603.png]


, но имеющей тот же предел.
г)   Вычислить 
[image: image604.wmf]5

 с точностью до 0,01, используя задание а). 9*. Доказать   формулу   Рамануджана
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Примечание. Всякий раз, когда требуется вычислить значение любого бесконечного выражения, имеется в виду, что нужно находить предел соответствующей последовательности. В данном    случае    рассматривают    последовательность[image: image606.png]
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 . Чаще всего в математике встречаются простейшие бесконечные выраже​ния: бесконечные суммы[image: image608.png](ay +ay + ..)



и бесконечные произведения. Что значит «значение бесконечной суммы»? Приведите определение. Что значит «значение бесконечного произведения»? Приведите определение. Бесконечная сумма называется рядом.
10.   Предел последовательности [image: image609.png]


 равен 2;   все[image: image610.png]a, > 0.



 Дока​зать, что предел последовательности [image: image611.png]Vil



равен У2.
11.  Доказать,   что   если   существует   предел   последовательности [image: image612.png](x,),



 то существует и [image: image613.png]1
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причем эти пределы равны. Верно ли обратное утверждение?
12.  Задать на прямой систему попарно непересекающихся отрез​ков единичной длины такую, чтобы в каждой бесконечной арифмети​ческой прогрессии нашелся ее член, принадлежащий одному из отрез​ков.  *Уточнить формулировку задания.
13.   Найти нижнюю грань отношения полной поверхности конуса (прямого кругового) к площади его осевого сечения.
14.   Найти верхнюю и нижнюю грани для последовательностей из задачи 5. Примечание.   Когда требуется найти грани для неко​торых функций (последовательность — это функция), имеется в виду нахождение  граней  множества ее значений.
2) Методы обучения и контроля. За время существования мате​матических классов сложился определенный подход к обучению мате​матике в них. Он характеризуется прежде всего интенсивной само​стоятельной работой учеников и использованием некоторых вузовских методов преподавания. Сложились также подходы к дифференциации в обучении и контролю в процессе обучения.
Самостоятельная работа. Интенсивная самостоя​тельная работа — доминирующая черта в обучении математике в любом математическом классе. Формы ее разнообразны: проработка определенных фрагментов учебника (непосредственно на уроке или дома) с последующим выполнением упражнений, подбор упражнений по заданной теме, иногда составление упражнений, подготовка к со​общению на 15—20 мин по дополнительной литературе, указанной учи​телем, и т. п.
Задача учителя при руководстве самостоятельной работой учащих​ся — помочь им в рациональной организации своего труда, привить навык глубокого обдумывания заданий, при котором сочетаются на​стойчивость движения в избранном направлении и гибкость, необхо​димая для выбора нескольких возможных путей выполнения задания.
Одной из перспективных форм организации самостоятельной ра​боты являются уже упоминавшиеся листки с заданиями. Листок, приведенный в п. 3.1, входил в систему заданий, разработанных для самостоятельного выполнения учениками IX класса школы № 57 Москвы. В эту систему входили следующие задания: 1) часть 1 — построение сечений; часть 2 — действительные числа и пределы по​следовательностей; 2) часть 1 — предел функции и производная; часть 2 — задачи по геометрии (нахождение отношений отрезков); 3) применение производной; 4) тригонометрические уравнения и неравенства; 5) свойства дифференцируемых функций; 6) иррацио​нальные уравнения и неравенства; 7) векторный метод решения гео​метрических задач; 8) площади и объемы.
По мнению учителей, разработавших эту систему заданий (Б. П. Гейдман, П. И. Массарская), в нее вошли темы, требующие мак​симума самостоятельной работы учащихся. Многие задачи были заим​ствованы из различных сборников. В принципе учащиеся могли разы​скать их, разобраться в готовом решении или прочесть указания. Не следует считать это недостатком, поскольку таким образом уча​щиеся привыкают к работе с математической литературой.
Задания обычно выполняются учащимися в отдельных тетрадях и проверяются  студентами,  работающими с данным  классом.
Лекционные курсы математики. При обучении математике в математических классах полезно использовать лекцион​ную форму изложения учебного материала, дополненную занятиями, построенными по образцу семинаров. В некоторых школах циклы лекций читают преподаватели пединститутов и университетов, а семи​нарские занятия ведут студенты иод руководством учителя. Некоторые разделы курса излагать в лекционной форме удобнее всего. Так об​стоит дело, например, с действительными числами, потому что нужно сразу представить всю систему свойств, определяющих понятие дей​ствительного числа, а на лекции информация сообщается в компакт​ном виде. Целесообразно использовать лекции и на уроках повторения.
К числу наиболее популярных циклов лекций относятся, напри​мер, элементы теории групп и дифференциальные уравнения. Следует подчеркнуть, что ученики смогут извлечь пользу практически из любого лекционного курса, хотя на практике получили наибольшее распространение темы, близкие к разработанным для факультативных занятий. В ряде математических школ читается курс теории чисел. Как правило, он ограничивается изучением элементарной теории де​лимости, но могут быть затронуты и более продвинутые разделы, такие, как решение целочисленных уравнений.
В методической и научно-популярной литературе имеется немало книг, которые можно использовать в качестве основы для лекционных курсов. К ним относятся, например, книги серии «Популярные лекции по математике» и «Библиотека «Кванта»».
Дифференциация в обучении. Как в любом классе, ученики математических классов различаются по своим способностям и интересам, следовательно, для успешности обучения необходимо обе​спечить каждому ученику нагрузку, соответствующую его индиви​дуальным возможностям. Это достигается различными способами: дифференцированными домашними заданиями, необязательными зада​ниями, дополнительными индивидуальными заданиями. Этой же цели служит индивидуализированный контроль.
При всем разнообразии форм дифференциации, которые исполь​зуются при обучении в математических классах, ее основой является различие в тех заданиях, которые выходят за пределы обязательного минимума и ориентированы на разных учеников класса.
Контроль усвоения знаний. Методика проведения текущего контроля, проверочных, самостоятельных и контрольных работ имеет много общего с аналогичной работой в обычных классах. Особенностью контроля в математическом классе является привлечение студентов к проверке усвоения учебного материала: 3—4 студента могут обеспечить на уроке проверку заданий у всех учащихся.
При проведении контрольных работ, если имеется возможность, целесообразно пользоваться официальными источниками [например, 17, 18] и аналогичными им. В эти материалы учитель может вносить изменения или дополнения с учетом конкретных условий; полезно да​вать 1—2 дополнительных задания повышенной сложности.
Для контроля усвоения больших разделов учебного материала проводится зачет. Основное требование к нему связано с необходимо​стью совмещения контроля и обучающих функций. На зачет могут быть вынесены избранные теоретические вопросы, наиболее характер​ные для данной темы, задачи из основного курса и дополнительные
задания. Можно предлагать всему классу задания одинаковой слож​ности, а можно давать задания с учетом способностей учащихся.
В качестве примера дадим краткое описание зачета, в который вошло задание, приведенное в п. 3.1. Каждый ученик отвечал на два вопроса: один — из текста задания, другой — из списка дополнитель​ных  вопросов,   который  был  дан  заранее.
Дополнительные   вопросы.
1.   Известно, что при k > 1 между k и 2k содержится простое чис​ло. Используя этот результат, найти какую-нибудь верхнюю границу множества чисел вида[image: image614.png]Pnsr! Pny



где[image: image615.png]Pn



— n-е простое число.
2.  Доказать,  что существует иррациональное число, записанное только нулями и единицами в виде бесконечной десятичной дроби.
3.   Найти верхнюю грань множества чисел, меньших единицы и за​писанных в виде бесконечной десятичной дроби с помощью цифр 0, 1,2.
4.   а) Найти[image: image616.png]L
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б) Доказать, что последовательность сходится.
5.Доказать,    что    последовательность где[image: image617.png]@)=Yz
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сходится. Доказать, что ее предел равен[image: image621.png]



6.Доказать   сходимость   последовательности где [image: image622.png](a,),
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и вычислить ее предел с точностью доU,2.
7.Найти предел последовательности [image: image625.png](@), rze a, = (1_%).(1_




8.   Доказать, что последовательность[image: image626.png](a,
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сходится.
9.   Построить график функции: а)[image: image627.png]= )i : .
el et




 Распределение вопросов по сложности:
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Тетради с выполненными заданиями до зачета были сданы учителю. На зачете учащимся предлагались задачи из числа верно решенных ими в сданных тетрадях.
Зачет такого рода может проводиться письменно, если учитель ра​ботает с классом без помощников, и устно, если ему помогают сту​денты.
На выпускном экзамене учащиеся математических классов, как и в массовой школе, выполняют письменную работу по математике. Как правило, сложность экзаменационных заданий в математическом клас​се превосходит сложность задач аналогичного содержания в обычных классах. Усложнение заметно как в отношении большей технической оснащенности, требуемой для решения, так и гибкости мышления, которую необходимо проявить в процессе решения задач и осмысления ответов.
Для сравнения приведем из вариантов выпускных экзаменов 1982 г. задачи на вычисление площадей фигур. Фигура, предложенная для обычных классов, была ограничена линиями[image: image629.png]


 и у = х -   3,
а для математических — линиями[image: image630.png]
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причем здесь дополнительно указывалось, что абсциссы их точек пере​сечения   являются   целыми   числами.
Наряду с материалом общей школьной программы на экзамен в ма​тематических классах выносятся задания по материалу, изучаемому только в них. Например, часто предлагаются задания, связанные с комплексными числами.
1.4. Профессиональная ориентация учащихся. В качестве дисцип​лины цикла трудового обучения в математических классах обычно пре​подается программирование. Иногда обучение программированию организовано непосредственно в школе с выходом на ЭВМ в организа​ции, предоставляющие машинное время по договоренности с руко​водством школы. Иногда же обучение производится в условиях учеб​но-производственных комбинатов. По результатам этого обучения не​которым ученикам присваивается квалификация программиста-вы​числителя с выдачей соответствующего удостоверения. Как правило, трудовое обучение в математическом классе мало затрагивает учителя математики; оно ведется другим преподавателем.
Однако не во всех математических классах изучается программи​рование. Независимо от этого курс математики предоставляет учителю широкие возможности для раскрытия прикладных аспектов математи​ческого знания, учета межпредметных связей и в конечном итоге по​могает профессиональной ориентации учащихся.
Основную роль здесь играет понятие математической модели, т. е. тех математических средств, которые привлекаются к решению опре​деленной научной или производственной задачи. Ученики знакомятся с достаточным запасом математических моделей, главным образом моделей экстремального характера и дифференциальных уравнений. Материал, находящийся в распоряжении учеников, настолько об​ширен, что у учителя появляется вполне обоснованная возможность ввести и обобщающее понятие математической модели. В нем заложен четко выраженный мировоззренческий аспект — указание места ма​тематики в процессе познания и в практической деятельности.
Значительную роль в профессиональной ориентации учащихся выполняет и понятие алгоритма. Многие процедуры и даже понятия школьного курса математики имеют алгоритмическую или «квазиал​горитмическую» природу. Поэтому понятие алгоритма наиболее целе​сообразно рассмотреть именно в курсе математики, имея в виду и его прикладные возможности.
1.5. Методические  особенности  углубленного  курса  математики.
1)  Совместимость углубленного изучения математики и общеобра​зовательного курса. Из предыдущего изложения можно заключить, что курс математики в математических классах обширнее и глубже, чем в массовой школе. Это может служить ориентиром для работы учителя в математическом классе, однако необходимо учитывать идей​ную общность этих курсов. Она выражается в том, что эти курсы обла​дают по существу:   1) единой системой содержательно-методических линий, вокруг которых концентрируется  изложение материала (ли​ния   изучения  числовых  систем,  функциональная  линия   и т.  д.); 2) единой понятийной основой; 3) близкими приемами изложения ма​териала обучения;   4) одинаковым упором на формирование представ​лений о прикладных возможностях математики; 5) тождественной си​стемой межпредметных связей; 6) единой установкой на формирование тех компонентов материалистического мировоззрения, которые могут быть особенно эффективно развиты на материале математики.
Наличие указанных черт общности выражает один из основных принципов советской педагогики — единый подход к обучению во всех типах школ.
2)  Роль задач. Задачи выполняют весьма существенную роль при изучении математики, которая еще более повышается при ее углублен​ном изучении. Здесь можно отметить несколько специфических особен​ностей. Наиболее заметной является использование задач при  изуче​нии нового материала,   вводимого нередко  в виде серии задач,   на которых он отрабатывается. Выше уже говорилось о том, что в виде цик​лов задач могут быть построены даже целые курсы или их значитель​ные части.
Приведем пример иного типа. Понятие подпоследовательности не настолько существенно, чтобы выделять его в нормативном материале. Однако оно достаточно полезно для усвоения понятия предела после​довательности, поэтому ему можно посвятить несколько задач, в од​ной из которых оно и будет определено. Более того, можно лишь опи​сать это понятие, а в качестве задания предложить привести строгое определение (см. упр. 7 в п. 3.1).
При углубленном изучении математики большое количество задач направлено на установление взаимосвязи различных изученных раз​делов математики. Целью при этом служит воспитание у учеников сме​лости и находчивости в поиске способов решения задачи не только в ближайшем окружении условия, но и в более широкой, иногда даже не​ожиданной области.
Пример.   Решить уравнение[image: image632.png]


Стандартный путь освобождения от иррациональности приводит к весьма сложным выкладкам. Обратимся к чертежу. Рассмотрим систему[image: image633.png]
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как фрагмент теории, затем рассмотреть разнообразные приложения как к задачам, так и к организации теоретического материала. Этот под​ход весьма уместен, например, при изложении основных свойств объе​ма и вычислении объемов с помощью интегрирования.
Часто используется обобщение некоторой задачи либо метода ее решения. Например, в курсе алгебры необходимо сформировать у уче​ников «функциональное видение» уравнения, т. е. привычку при реше​нии уравнения представлять, а если нужно, и исследовать его график. Такая привычка, естественно, может возникнуть лишь в ходе анализа нескольких примеров, которые были удачно решены с помощью этого приема.
Для выделения ведущих идей иногда удобно использовать задания, в которых нужная идея скрыта за внешне «несерьезным» фоном. При​ведем пример: «Альпинист совершил восхождение на гору за 12 ч, начав его в 8 ч. На следующий день в 8 ч он начал спуск и затратил на него также 12 ч. Доказать, что в оба дня он хотя бы один раз побывал в одно и то же время суток на одной и той же высоте».
Ясно, что ведущим мотивом решения является рассмотрение двух функций, одна из которых выражает зависимость высоты нахождения альпиниста от времени суток при подъеме, а другая — при спуске. Существенно, что эти функции непрерывны на отрезке [8; 20], так что на этом отрезке к их разности применима теорема Коши — Больцано, откуда и следует доказываемое утверждение.
4) Прикладной аспект обучения математике. При изучении мате​матики в математических классах вопросы приложений математики должны занимать, как и в массовой школе, центральное место в курсе. Возможности углубленного курса математики позволяют исследовать задачи прикладного содержания, требующие для своего решения до​статочно сложных математических средств.
Прикладной аспект обучения математике можно рассматривать в двух планах. Во-первых, в связи с развитием теории, развертываемой в тесном единстве с определенным полем приложений. Во-вторых, на задачах или циклах задач прикладного характера, использующих «не​специфические» математические приемы.
К первому относится, например, понятие о линейном программиро​вании, которое в математических классах может быть развито довольно глубоко (см. [51], с. 16—186), вплоть до написания программ для ЭВМ, реализующих один из методов решения основной задачи линей​ного программирования. Ко второму можно отнести отступления (или, наоборот, мотивировки) в отдельных местах курса математики: гар​монические колебания при изучении тригонометрических функций, составление и исследование дифференциальных уравнений (с исполь​зованием законов Ньютона, при рассмотрении вынужденных колеба​ний и резонанса и т. д.).
В качестве примера приведем задачу, разобранную в [12]: «Матери​альная точка массы т движется по прямой под действием постоянной силы F. Сопротивление среды пропорционально скорости движения с коэффициентом пропорциональности k. Найти закон изменения скоро​сти,  если  начальная  скорость равна нулю».
(рис. 75), а затем ее следствие[image: image634.png]{y‘=x+5.
y =285



(рис.  76). Заметив, что уравнения второй системы задают взаимно обратные соответствия, и учитывая, что графики взаимно обратных соответствий симметричны относительно прямой у=х, легко найти два решения этой системы, которые лежат на прямой у = х. Это значительно упростит решение исходного уравнения.
Приведенный пример относится к числу задач, которые можно было бы назвать нестандартными. Необходимо отметить, что при уг​лубленном изучении математики роль стандартных задач, основная цель которых — отработка навыков использования нормативного ма​териала, также весьма значительна, так как задачи, подобные приве​денной, могут базироваться только на достаточно высоком уровне вла​дения техникой алгебраических преобразований. Иначе учащиеся не смогут оценить метод решения и применить его в сходной ситуации.
Наконец, отметим, что при использовании задач в качестве моти​вировки введения нового математического понятия или метода особен​но полезны содержательные задачи. Одним из важных этапов их реше​ния является составление соответствующих математических моделей, которые служат далее предметом изучения.
3) Выделение важнейших математических понятий, идей, фактов и методов. При изучении каждой из математических дисциплин школь​ники знакомятся с огромным количеством новой для них информа​ции. Обилие рассматриваемого материала не должно скрывать от них наличия в каждом курсе ведущих идей, методов, приемов, которые наи​более важны для усвоения. Для выделения и специального направлен​ного изучения наиболее важного материала используется весь комплекс методических средств, находящихся в распоряжении учителя. К указа​нию роли и значения такого материала следует неоднократно воз​вращаться.
На основе второго закона Ньютона для решения задачи составля​ется дифференциальное уравнение[image: image635.png]


Ответ, полученный при решении дифференциального уравнения, подвергается дальней​шему исследованию — находится предел скорости на бесконечности: она стремится к постоянному значению [image: image636.png]Flk.



Однако этим решение не ограничивается; ставится вопрос, какому реальному процессу со​ответствуют условие и качественный результат задачи, и дается один из  возможных  ответов — свободное   падение   парашютиста.
Для этого процесса приведенное дифференциальное уравнение яв​ляется его математической моделью. В связи с установлением такого соответствия учитель должен обратить внимание учеников на не​сколько типичных моментов, существенных для правильной оценки полученного решения как функции, описывающей процесс свободного падения: качественное совпадение поведения функции и поведения процесса (известно, что скорость парашютиста постепенно стабилизи​руется), возможность опытной проверки предположения о влиянии среды на движение и др.
На этом примере видно, какое значение имеет понятие математиче​ской модели в аспекте приложений математики. В силу своей сложно​сти это понятие, по-видимому, не может являться предметом изучения в школе. Но крайне важно, чтобы оно было проиллюстрировано на развернутом примере. Этой цели может служить, например, курс диф​ференциальных уравнений, ориентированный на какое-нибудь одно поле приложений, и развитие теории в направлении качественного ана​лиза процессов (задачи биологического характера; задачи, опирающиеся на законы Ньютона, и т. п.) (см. [57]).
5) Строгость при изучении математики. Углубленный курс ма​тематики, как и обычный, не может быть построен с «максимальной» строгостью изложения материала. Вместе с тем следует добиваться осознанного отношения учеников математических классов к прове​дению доказательств и в более широком плане ясности понимания ими структуры математической теории, роли доказательств в ней. Этого можно добиваться различными способами, причем наиболее целесо​образно использовать их совместно.
а)  При изучении каждой достаточно обширной темы необходимо несколько утверждений приводить с возможно более развернутыми, полными доказательствами, например: в теме «Пределы последователь​ностей» — сходимость   последовательности,   определяющей   число   е, в теме «Первообразная  и интеграл» — теорему о множестве перво​образных функции, непрерывной на промежутке.
Сказанное относится преимущественно к курсу математического анализа. В курсе алгебры доказательства, как правило, «сами собой» получаются достаточно строгими, если только основные свойства ариф​метических операций явно сформулировать как аксиомы. Это обстоя​тельство   необходимо  четко  отметить   в   преподавании.
б)  Знакомство с аксиоматическим методом входит в число програм​мных требований к изучению математики. Традиционно это знаком​ство связано с курсом геометрии. При изучении первых разделов сте​реометрии (свойства прямых, плоскостей, параллельность и перпендикулярность в пространстве) проводится не просто строгое доказатель​ство отдельных теорем, но аксиоматически строится значительная часть курса стереометрии. Важно, чтобы при изучении этого материала был усвоен и принцип такого построения теории. Этому целесообразно посвятить целый урок, на котором учитель может синтезировать способ организации материала.
Здесь же, по нашему мнению, следует сообщить, что подобный, вполне строгий способ изложения теории далеко не всегда удобен для изучения. В дальнейшем учителю необходимо систематически отме​чать неполноту рассуждений в тех случаях, когда это представляется методически целесообразным. В частности, очень полезно предъявлять контрпримеры, показывающие значение той или иной посылки. На​пример, в доказательстве теоремы о множестве первообразных непре​рывной функции, заданной на промежутке, довольно малозаметным выглядит условие, что область определения функции — именно про​межуток, а не более сложное числовое множество. Желательно пред​ложить ученикам вопрос, где именно в доказательстве было исполь​зовано это предположение, а далее привести пример, показывающий, что без него утверждение перестает быть верным.
Простейший пример такого рода доставляет функция у = \/х на естественной области определения. Можно проверить, что множество ее первообразных состоит из функций вида 
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— производные константы. Таким образом, это множество зависит не от одного, а от двух параметров.
Хороший набор контрпримеров к различным свойствам функций, изучаемым в курсе математического анализа, имеется в [48].
в)  Исключительно большое значение в формировании правильного представления о математической строгости имеет сопоставление стро​гих доказательств с рассуждениями, использующими геометрическую наглядность или физическую интерпретацию математических понятий.
Например, в математическом классе, по-видимому, теорему Ла-гранжа полезно вывести в стандартной последовательности: теорема Больцано — Вейерштрасса — теорема Ролля — теорема Коши — тео​рема Лагранжа (это поучительный цикл задач, его следует задать для решения в классе и разобрать). Однако познавательная ценность I доказательства будет невелика, если не интерпретировать теорему Лагранжа физически (с использованием понятия мгновенной скорости) и  геометрически  (с  использованием  понятия   касательной).
Точно так же при изучении алгебры неравенство Коши — Буня-ковского совершенно необходимо сопоставить с соответствующим свой​ством скалярного произведения.
г)  Приведенный пример аксиоматического построения начал сте​реометрии (б) не единственный, который может быть использован в математическом классе. Накоплен некоторый опыт аксиоматического изложения первых свойств действительных чисел (см. [51], с. 15—19). Следует отметить, что при чтении курсов лекций во многих случаях[image: image756.jpg]=S,
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предоставляется возможность первые свой​ства изучаемой теории вывести строго из аксиом. Это относится, в частности, к таким темам, как теория групп или понятие мет​рического   пространства.
д) Следует сказать также несколько слов о требованиях, которые нужно предъявлять к выполнению учениками задач и упражне​ний. Записи должны быть логичными, четки​ми, как и речь. Не следует допускать зло​употребления символикой. Необходимо фор​мировать в учениках чувство формы и меры. Здесь в значительной степени могут проявляться воспитывающие функции курса математики.
6) Внутрипредметные связи дисциплин математического цикла. Общей чертой изучения математики в массовой и математической школах является тесная взаимосвязь ведущих линий курса математики. В качестве конкретных примеров можно привести взаимосвязи, в зна​чительной мере определяющие стиль изучения следующих тем: графи​ки функций — геометрические преобразования, неравенства — геоме​трическое содержание неравенств, площадь — интеграл.
В математических классах к связям такого рода добавляется не​значительное число новых. Примерами могут служить связи дифферен​циальных уравнений с геометрией (через понятие касательной), ком​плексных чисел с тригонометрией и решением уравнений, комбина​торики с теорией вероятностей.
Можно отметить, что при углубленном изучении математики вну​трипредметные связи ориентированы на формирование приемов реше​ний задач. Рассмотрим несколько примеров.
Задача I. Все изображенные на чертеже (рис. 77) отрезки яв​ляются хордами окружности[image: image639.png]S. |AB| = 2 a, |CD| = a.



Найти величину угла [image: image640.png]


 если[image: image641.png]EC L AD, ED L BC.




Решение.   Обозначим дуги[image: image642.png]
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Тогда будем иметь: 
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. По теореме синусов получаем равенства[image: image648.png]% _ —9R,
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= 2R. Отсюда легко перейти к тригонометрическому уравнению отно​сительно а и найти искомую величину угла (
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Очевидно, что составление уравнения — ведущая идея в решении задачи, геометрической по постановке. Однако прийти к такой мысли, по-видимому,  непросто.
Задача 2.    Доказать,   что  если[image: image651.png]


0, то уравнение [image: image652.png]Co+Cx+...+Cxt=0



имеет корень  на интервале[image: image653.png]10; 1[.




Решение. Рассмотрим левую часть уравнения как функцию от х:f (х) = Со + + С1х + . . . + Ckxk. Эта функция непре​рывна. Интегрируя ее в пределах от 0 до 1 и используя условие, получаем:
[image: image654.jpg]1
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Отсюда следует, что на интервале ]0; 1[ функ​ция / (х) не может сохранять знак, поэтому она должна иметь на нем корень.
На этом примере мы сталкиваемся с ха​рактерной особенностью методики использо​вания задач при углубленном изучении ма​тематики — привлечением к решению средств, которые далеки от области, в которой сфор​мулирована исходная задача.
Задача 3.    Доказать  равносильность  уравнений [image: image655.png]


и [image: image656.png]



Решение. Прежде всего ясно, что числа 2 и 4 — корни данных уравнений. Рассмотрим функции, стоящие в левых частях уравнений. Легко проверить, что обе они выпуклые (рис. 78). Но график выпуклой функции пересекает любую прямую, в частности интересующую нас прямую у = х, не более чем в двух точках (если только он не содер​жит никакого отрезка, чего в данном случае нет). Следовательно, мно​жества корней данных уравнений совпадают с {2 ; 4}, т. е. уравнения равносильны.
Здесь к исследованию алгебраического вопроса приходится при​влекать «тонкое» аналитическое свойство функции — выпуклость.
Задача 4.   Указать большее из чисел log7 8 и log8 9.
Решение. Представим данные числа как значения функции y=logx(x+1). Очевидно, что log78 = у (7), log89 = у (8). Иссле​дование введенной функции с помощью производной (кстати, очень по​учительное) показывает, что она убывает. Следовательно, первое из данных чисел больше.
Этот пример иллюстрирует возможность применения исследования свойств функции  к изучению числовой системы.
Приведенные примеры могут быть ориентированы на непосредствен​ное установление связей конкретных тем, что характерно для началь​ных этапов формирования представлений об этих связях. Последующие этапы требуют несколько иных типов учебных заданий, прежде всего сравнения различных методов решения одной и той же задачи, на​правленного поиска нескольких решений и сравнения их между собой.
Пример. Доказать, что сумма всех векторов с началом в центре правильного треугольника и концами в его вершинах равна нулю.
1-е решение.   Повернем данный многоугольник на 2
[image: image657.wmf]p

/k paдиан вокруг его центра. Сумма рассматриваемых векторов, с одной стороны, не изменится (потому что при таком повороте правильный многоугольник совместится сам с собой), а с другой — преобразуется в вектор той же длины, что и исходный, но повернутый относительно него на те же  2
[image: image658.wmf]p

/k  радиан. Следовательно, эта сумма равна нулю.
2-е решение. Оно состоит в доказательстве того, что рассмат​риваемые векторы можно переместить и составить из них контур но​вого (правильного) треугольника. Сумма векторов при этом будет рав​на нулю, потому что вдоль них совершается обход контура.
3-е решение. При соответствующем выборе системы коорди​нат данные векторы будут изображать корни k-й степени из единицы (относительно геометрического изображения поля комплексных чисел). Их сумма будет равна нулю как сумма корней уравнения[image: image659.png]


 по теореме Виета.
Легко видеть, что сопоставление первых двух решений влечет за собой организацию вокруг данной задачи обширного материала, свя​занного с перемещениями. Сопоставление первого и второго решений с третьим обнаруживает неожиданные связи комплексных чисел с гео​метрией. Теорема Виета получает на этом примере еще одно, геометри​ческое, применение.
Все приведенные примеры достаточно сложны. Не следует ду​мать, что связи разных тем и курсов надо выявлять лишь на таких примерах. На них они могут лишь закрепиться, превратившись в один из полезных методов анализа и решения задач. В процессе формирова​ния связей нужно, разумеется, рассматривать и простые упражнения. При этом основа рассмотрения связей может состоять в выяснении того, какие из решений в том или ином отношении проще.
Пример. Найти наибольшее значение функции у = х/2 + + cos2х на отрезке[image: image660.png][n/2; n].




1-е решение. Оба слагаемых в аналитическом выражении данной функции возрастают на области определения, следовательно, и их сумма возрастает и принимает наибольшее значение в точке х=
[image: image661.wmf]p

.
2-е решение. Стандартное использование процедуры поиска наибольшего значения функции с помощью производной.
Ясно, что первое решение значительно рациональнее, но означает ли это, что оно проще? Оно основано на наблюдении, которое может и не сразу броситься в глаза. Когда же на решение отведено ограничен​ное время, то нет больших оснований искать такого рода остроумный подход, если заведомо известен метод, приводящий к успеху.
Сравнение различных решений задачи особенно уместно при за​ключительном повторении и подготовке к экзамену. Обычно оно проводится   при разборе вариантов вступительных работ в вузы.
7) Отражение истории и методологии математики. Математика имеет богатую историю и продолжает интенсивно развиваться. В про​цессе изучения математики это нужно в достаточной мере учитывать. Рассмотрение отдельных вопросов истории, указание на принципиаль​ные компоненты структуры и приложений изучаемых понятий очень оживляют уроки и выполняют важные воспитательные функции, фор​мируя мировоззрение учащихся.
Мы говорим только об отдельных вопросах не случайно. По-види​мому, организация более или менее обширной системы изучения историко-методологического материала не даст положительного эффек​та. Для нее курс математики, в математических классах недостаточно глубок, в нем по понятным причинам уделяется большее внимание изучению конкретных понятий, методов, приемов, нежели их историко-методологическому осмыслению.

Наиболее целесообразно в этой связи освещать те вопросы, которые естественно напрашиваются при изучении материала. Подобных мест в курсе очень много. Инициатива в выделении тех из них, с которыми можно связать историко-методологические отступления, всецело при​надлежит учителю. Однако мимо некоторых вопросов нельзя пройти ни при каких условиях. К их числу принадлежат, например, проис​хождение аксиоматического метода и его роль в математике, связь между математикой и естествознанием, происхождение основных ма​тематических понятий (функция, алгебраическая операция, отдель​ные числовые системы, некоторые классы функций, предел, непрерыв​ность, дифференцирование и интегрирование и т. д.).
Источники, из которых учитель может заимствовать подобный ма​териал, многочисленны и разнообразны: статьи в журналах «Матема​тика в школе» и «Квант», посвященные истории математики и общим вопросам, курсы истории математики, наконец, книги по популярной математике, классическим образцом которых является «Что такое математика» Р. Куранта и Г. Роббинса, выпущенные к настоящему времени 5 томов «Энциклопедии элементарной математики» и многие другие.
8) Специфика системы учебных заданий. Система учебных заданий при углубленном изучении математики была уже в основном охаракте​ризована выше (см. п. 1.3, с. 301—306). Необходимо отметить, что особую роль выполняют задания для развития творческих способно​стей ребят. Работа в этом направлении связана с преодолением значи​тельных трудностей, так как общая математическая культура школь​ников все же недостаточно высока. Следует всячески поощрять стрем​ление учеников к творчеству, возникающее в результате напряжен​ного изучения тех вопросов, которые вызвали у них повышенный интерес.
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Наибольшие трудности связаны с отбором заданий, которые были бы одновременно посильны ученикам и требовали бы от них по-настоя​щему творческого подхода к выполнению, т. е. были бы в каком-то отношении новыми. Нередко сами ученики задают вопросы, на кото​рые учителю трудно ответить сразу, но которые заключают в себе возможности поиска. В таких случаях уместно поощрять учеников к са​мостоятельному исследованию. Одна из стандартных ситуаций, в ко​торых возникают подобные вопросы, — рассмотрение свойств и при​знаков в их взаимной связи. Часто, например, свойство доказывается несложными рассуждениями, а признак может оказаться трудно доказуемым. Например, известно такое свойство дуги окружности: если пересечь ее парой параллельных прямых, то дуги, заключенные между этими прямыми, будут равны (рис. 79). В связи с этим утверждением естественно возникает такой во​прос: пусть Г — ограниченная выпуклая линия, в каждой точке которой существу​ет касательная. Пусть выполняется свой​ство: «Части кривой Г, заключенные меж​ду любой парой параллельных прямых, равны по длине». Верно ли, что Г— дуга окружности?
Это очень трудная задача. К ней уча​щиеся могут прийти и самостоятельно, и под руководством учителя. Поиск решения предполагает прочное владение понятием производной и ее геометрическим смыслом. Приведем набросок решения. Заметим, что дуга окружности обладает следую​щим характеристическим свойством: «Углы, образованные хордой и касательными к ду​ге в точках, служащих концами хорды, равны» (рис. 80). Можно показать, что в условиях задачи это свойство выполняет​ся. Действительно, пусть АВ—хорда Г и r— прямая, параллельная (АВ). Рассмотрим касательные к Г в точках А и В. Они наклонены к (АВ) под одним и тем же углом, потому что длины отрезков касательных и соответствующих дуг АС и BD — экви​валентные бесконечно малые при р ((АВ), г), стремящемся к нулю. Ценным источником творческих заданий могут служить задачи, систематически публикуемые в журнале «Квант». Много полезного учитель сможет почерпнуть из раздела задач журнала «Математика в школе». Но следует подчеркнуть, что для развития творческих спо​собностей учащихся, привития смелости в обращении с материалом наиболее ценны, по-видимому, задачи, которые возникают естествен​ным образом в процессе изучения математики в классе или при само​стоятельных занятиях.
Может сложиться впечатление, что первостепенную роль следует придавать только тем формам работы, которые развивают математи​ческие способности учащихся и углубляют владение материалом. В действительности это не так. Акцентирование указанных форм ра​боты может даже пагубно сказаться на успешности обучения в ма​тематическом классе. Не меньшее значение должно придаваться при​витию ученикам прочных навыков выполнения преобразования ал​гебраических выражений, аккуратной записи решений уравнений и различных задач, например стереометрических задач на вычисление. Необходима работа и по формированию навыков вычислений с доста​точно громоздкими числовыми данными.
Из опыта работы в математических классах известно, что значи​тельная часть ошибок допускается учащимися по невнимательности при выполнении вычислительной части задания: даже сильный ученик может неверно вычислить, например, значение интеграла или не​верно записать множество решений простейшего тригонометрического уравнения. Поэтому важно объяснять ученикам, что лишь твердое владение вычислительными процедурами может обеспечить дальней​шее продвижение в математике. Необходимо указывать и на соответ​ствующие требования, предъявляемые на вступительных экзаменах в  вузы.
Рассмотренные в этом очерке вопросы обучения математике в математических классах — небольшая часть проблем, с которыми учи​тель столкнется, приступая к работе в таком классе. В заключение мы хотим предостеречь начинающего учителя от распространенной пе​дагогической ошибки, которая может существенно осложнить его ра​боту. Первые уроки во вновь набранном классе нередко приводят к представлению о значительно более высоком уровне математического развития учеников, чем это выясняется в дальнейшем. Под влиянием этого впечатления учитель рискует взять слишком высокий темп изучения материала или предъявить к ученикам слишком высокие тре​бования. Надо сказать, что ученики и сами подчас дают повод для такого мнения — многим подросткам свойственно преувеличивать свои возможности. В этих условиях учитель не должен идти на поводу у учеников. Следует доказать им необходимость достаточно медленного (с их точки зрения) продвижения — убедить на примерах тех оши​бок, которые допускаются ими в работах. Для тех же учащихся, ко​торые показывают действительно хорошее знание предмета, целесо​образно разработать индивидуальные задания, не снижая вместе с тем требовательности к ним в выполнении всего комплекса учебной работы.
§ 2. ФАКУЛЬТАТИВНЫЕ ЗАНЯТИЯ ПО МАТЕМАТИКЕ

Факультативные занятия форма учебной работы, предусмотрен​ная постановлением ЦК КПСС и Совета Министров СССР от 10 ноября 1966 г. «О мерах дальнейшего улучшения работы средней общеобразо​вательной школы». Назначение факультативных занятий состоит в развитии способностей и интересов учащихся в сочетании с общеобра​зовательной подготовкой по избранному предмету и на ее основе. По​ложение факультативов в ряду форм углубленного изучения отдель​ных учебных предметов описывается следующим образом: «Факуль​тативы продолжают оставаться одним из основных средств дифферен​циации обучения в условиях всеобщего среднего обязательного обра​зования, помогают решать задачи совершенствования содержания и методов обучения, коммунистического воспитания учащихся, их подготовки к жизни, к труду, в том числе и в сфере материального про​изводства» [43].
2.1. Цели организации факультативных занятий по математике в основном те же, что и цели организации математических классов. Это расширение кругозора учащихся, развитие математического мышления, формирование активного познавательного интереса к предмету, воспитание мировоззрения и ряда личностных качеств средствами углубленного изучения математики. Факультативные занятия   содействуют   профессиональной   ориентации   учащихся   в области математики и ее приложений, облегчая тем самым выбор спе​циальности   и   дальнейшее   совершенствование   в   ней.
Различия в деятельности факультативных групп и математических классов связаны с тем, что первые не требуют перестройки системы обучения математике. Они работают на базе общего курса математики. Организация факультативных занятий значительно проще, чем мате​матического класса. Поэтому факультативные занятия — более мас​совая форма повышенной математической подготовки школьников.
Факультативные занятия играют большую роль в совершенство​вании школьного, в том числе математического, образования. Они позволяют производить поиск и экспериментальную проверку нового содержания, новых методов обучения, в широких пределах варьи​ровать объем и сложность изучаемого материала. Эту черту факуль​тативов, позволяющую учителю проявить творческий подход к работе, отметил М. А. Прокофьев: факультативы есть «... средство «обкатки» большого знания. Затем содержание факультатива, выверенное и яс​ное, должно будет войти в общеобразовательные программы. Таков один из путей к качеству, к новому в образовании» (Новый экзамен. — Юность,  1972, № 2).
2.2.  Организация факультативных занятий по математике. В на​стоящее  иремя   предусмотрены  факультативные  занятия   начиная  с VII класса.  Факультативные  группы  численностью  15—20  (и более) человек   создаются   из  учащихся    параллельных    классов.    Допус​тимо также  создание  объединенных  групп из учеников   последова​тельных классов (VII—VIII или IX—X); могут быть организованы и межшкольные группы. Для успешного проведения факультатива не​обходимо, если только позволяют конкретные условия, внести их в школьное расписание,  не допускать срывов и переносов занятий.
Проведение факультативов требует высокого уровня профессио​нальной подготовки учителя. В ряде случаев для руководства факуль​тативными группами приглашают преподавателей высших (особенно педагогических)  или средних специальных учебных заведений.
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Выбор факультатива производится школьниками свободно, в со​ответствии со своими интересами. Требования к ученику, участвую​щему в работе факультатива, такие же, как и в отношении любого учебного предмета: обязательное посещение занятий, выполнение до​машних заданий и других поручений, собранность, дисциплинирован​ность в учебе и т. д.
Обучение на факультативах ведется по программам, рекомендован​ным Министерством просвещения СССР. К настоящему времени раз​работаны пособия по многим темам факультативных занятий (см. [55], [56], [57]).
2.3.  Особенности факультативных занятий по математике. Факуль​тативный курс математики (взятый в целом или же рассматриваемый для одного года обучения) представляет собой систему нескольких тем,  относительно слабо связанных между собой.   Каждая  из них развивает некоторые из основных для школьной математики идей, по​нятий, методов. Отсюда следует, что факультативные занятия необ​ходимо соотносить с основным курсом математики. Для достижения такой связи используются разно​образные методические приемы: си​стематизация, когда соответствую​щая факультативная тема изучается после того, как в основном курсе на​коплен обширный относящийся к ней материал; последовательное развер​тывание теории, когда в основном курсе имеется начальный этап ее по​строения, не доведенный до обобщаю​щих результатов; развернутое описа​ние приложений определенного мето​да, если в основном курсе они толь​ко упомянуты, и многие другие.
Основной курс математики слу​жит, таким образом, источником тем (и конкретных проблем) для углубленной разработки на факуль​тативе. Взаимосвязью основного и факультативного курсов естествен​но воспользоваться для развития мышления учеников, если в под​ходящие моменты обращать их внимание на характер работы с матери​алом. Например, можно не просто производить систематизацию, но и обращать внимание учеников на систематизацию как таковую, объяс​няя ее цели, используемые математические средства и т. д. Воздейст​вие факультативного курса на развитие (в частности, математического) мышления школьников еще более усилится, если связи между ним и основным курсом станут двусторонними. Достигнуть этого поможет изложение на уроках математики результатов, относящихся к пробле​мам, поставленным в основном курсе, но полученным на факультативе.
Приведем конкретный пример. На уроках алгебры при рассмотре​нии рекуррентного способа задания последовательностей на примере последовательности чисел Фиббоначчи был предложен парадокс пре​вращения прямоугольника с площадью 65 в квадрат с площадью 64 (рис. 81). Парадокс легко разрешается с применением признаков по​добия треугольников (линия ЛЕС, так же как и AFC, изображенная на чертеже отрезком, в действительности является ломаной). Однако у него имеется и более глубокое, алгебраическое содержание, связан​ное   со    свойствами    чисел    Фиббоначчи:[image: image662.png]UpaUpa = Ut + (—1)*
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2. Это свойство может быть рассмотрено на факультативных занятиях в теме «Последовательности и уравнения» («Математика в приложениях», IX класс, вторая тема); на уроках математики о нем может рассказать кто-нибудь из членов факультативной группы.
Еще одна особенность факультативных занятий — их преемствен​ность в отношении к многим формам внеклассной и внешкольной ра​боты по математике. Факультативы, как и обучение в математических классах, дополняют математические кружки не только новым содер​жанием, новыми подходами к его раскрытию, но и компонентами, при​сущими любому учебному предмету: связностью изложения, длитель​ностью цикла изучения темы и др. В этом отношении на занятиях кружков (в IV—VII классах) может проводиться соответствующая под​готовка, работа по формированию интересов и склонностей ребят, объяснение возможностей дальнейшего углубления знаний и тех ка​честв личности, которые она требует. Такая подготовка существенно облегчает переход к систематическому изучению определенных разде​лов математики на факультативных занятиях.
Наконец, факультативные занятия предоставляют большие воз​можности подготовки к математическим олимпиадам, выступлениям в школьных математических лекториях и вечерах. Таким образом, факультативы могут оказывать положительное воздействие на вне​классную работу.
2.4. Содержание факультативных курсов. Оно определено програм​мой [44] и предусматривает изучение разделов: «Избранные вопросы математики» (VII—X классы, 1 ч в неделю), «Математика в приложе​ниях» (IX—X классы, 1 ч в неделю), «Алгоритмы и программирование» (спецкурс в VIII, IX или X классе, 35 ч). К программе прилагается список литературы, рекомендованный для изучения каждой темы. В IX—X классах учителю предоставляется право изучать один из первых двух разделов полностью или составить комбинированную про​грамму, взяв по одной теме из каждого раздела. Направленность изу​чения описывается в объяснительной записке к программе так: «... предполагается, что в процессе занятий будет показано: история возникновения ряда математических методов, концепций и идей, их значение для других наук и областей практической деятельности» _44, с. 35]. Остановимся на некоторых вопросах раскрытия материала факультативного  курса.
1) Исторический материал на факультативах. Историческому аспекту математики на факультативных занятиях можно уделить большее внимание, чем в основном (и даже в углубленном) курсе, поскольку на них выносится сравнительно немного вопросов, но изу​чаемых зато с достаточной глубиной. Степень включенности истори​ческих сведений в различные темы факультативного курса может ме​няться — от эпизодических упоминаний о фактах и личностях до изложения темы в плане ее последовательного исторического раз​вития. Не все темы предоставляют в этом отношении равные возмож​ности; но, во всяком случае, нельзя недооценивать как педагогиче​ского (повышение интереса к предмету), так и методологического (ука​зание роли практики в постановке теоретических задач, разъяснение сил, движущих развитием научного знания) влияния исторических сведений на формирование мировоззрения и развитие мышления школьников. Приведем примеры включения исторических сведений в некоторые   темы   факультативного   курса.
«Делимость и простые числа», «Системы счисления и арифметичес​кие устройства ЭВМ» (VII класс). В первой из этих тем достаточно, по-видимому, отдельных упоминаний о выдающихся ученых в связи с рассказом об их достижениях (решето Эратосфена; простые числа в «Началах» Евклида; вклад Ферма в теорию чисел; величайшие дости​жения русских и советских ученых — П. Л. Чебышева, И. М. Вино​градова и т. д.).  Вторая тема предоставляет большие возможности.
В отношении систем счисления наиболее поучительно проследить за процессом поиска наиболее оптимальной системы, показать преиму​щества позиционного принципа с точки зрения простоты алгоритмов вычислений. При изучении арифметического устройства ЭВМ невоз​можно обойти молчанием историю развития средств вычислительной техники — от первых арифмометров Паскаля и Шиккарда до совре​менных вычислительных комплексов. В целом исторические сведения здесь относятся к изложению принципиально важных вопросов, хотя основной упор должен быть сделан на конкретно-математическом со​держании материала.
«Бесконечные множества» (VIII класс). Теоретико-множественные символика и конструкции образуют важную часть языка современной математики, поэтому в изложение этой темы могут быть включены разнообразные сведения о происхождении и развитии математических символов. С методологической точки зрения исключительный интерес представляют парадоксы теории множеств; некоторые парадоксы мо​гут быть приведены на занятиях. Следует учесть, однако, что далеко не все они относятся к числу разрешенных в современной математике. Это живая, развивающаяся в настоящее время глава математической логики. Поэтому для изложения соответствующего материала учитель должен достаточно уверенно владеть этим разделом математики. Гораздо легче остановиться на истории открытия несчетных множеств, доказательстве существования иррациональных и трансцендентных чисел (сопоставляя доказательства Кантора и Лиувилля), мощности множества точек единичного квадрата и аналогичных вопросах.
«Элементы комбинаторики и теории вероятностей» (IX класс). Роль исторических сведений здесь очень велика, — настолько, что вся тема может быть построена в историческом плане. Может быть сде​лан акцент на практическую важность статистической обработки ин​формации (статистика числа рождений и смерти, деятельность страхо​вых обществ), первых попыток развития теории вероятностей как отражения запросов развития общества, роли азартных игр как про​стейшей математической модели, на которой отшлифовывались основ​ные понятия теории вероятностей. В качестве финала такого построе​ния курса можно рассказать о современных методах контроля каче​ства изделий.
«Комплексные числа и многочлены» (X класс). Исторический аспект данной темы связан прежде всего с идеей последовательного построе​ния числовой системы. На этой основе можно развернуть поучитель​ную картину событий, длившуюся свыше трех тысяч лет, охватившую многие народы и страны. Можно рассказать о том, как постепенно про​исходило признание новых числовых областей в связи с развитием тео​рии и нахождением областей приложений. Можно остановиться и на отдельных более специальных вопросах, давая им историческое осве​щение: развитие техники выполнения арифметических операций с комплексными числами; решение уравнений в радикалах; геометриче​ская интерпретация комплексных чисел. Полезно рассказать о роли комплексных чисел в развитии математического аппарата ряда разде​лов физики.
2)   Прикладная   направленность   факультативного   курса   матема​тики.  Важнейшей  особенностью факультативных   занятий  по мате​матике является их направленность в сторону приложений математики. Это относится не только к темам курса «Математика в приложениях», где изучение приложений, проведение практических работ предусмот​рено программой. При изучении всех тем курса «Избранные вопросы математики»  необходимо предусмотреть обсуждение того значения, которое они имеют в различных областях науки и производства. При​ведем простые примеры: двоичный сумматор («Системы счисления»), переключательная схема («Элементы математической логики»), мнимые числа в аэродинамике и теории электрических цепей («Комплексные числа и многочлены»). Наибольшие (вернее, наиболее просто реализу​емые в условиях школьного преподавания) возможности для иллюстра​ции прикладного значения математики имеет тема «Дифференциальные уравнения» (см., например, [50]).
Отметим, что прикладной аспект математики проявляется не толь​ко в процессе изучения целой темы или крупного ее раздела. Часто он связан с небольшим кругом понятий или даже с отдельным понятием. Например, можно привести интересные приложения чисел Фиббоначчи к различным прикладным вопросам: росту дерева, размножению некоторых видов животных, составлению программы телепередач и др. (см. [49], с. 326).
3)   Практические   работы.   В  программу раздела «Математика в приложениях» включены практические работы по каждой теме. Эта форма занятий в наибольшей степени сближает процесс обучения в школе с различными применениями знаний на практике. Для проведе​ния практических работ учитель составляет инструкцию, в которой нужно определить цели практической работы, задания для учащихся, порядок работы. Задания полезно подбирать  дифференцированно,   а при подведении итогов показать результаты деятельности всей груп​пы  как целого.
В качестве примера рассмотрим практическую работу по теме «Многогранники» (IX класс, практическая работа № 2). При подго​товке инструкции (построение разверток, проекций и моделей пра​вильных и полуправильных многогранников) должно быть предусмот​рено составление эскиза, проверка его учителем, изготовление по эскизу разверток и моделей призм, пирамид и т. д. (подробные рекомен​дации имеются в [7]). Каждый участник факультативной группы ра​ботает при этом самостоятельно; для изготовления моделей более сложных многогранников целесообразно использовать групповую (3—4 человека в группе) форму выполнения задания. Эта форма по​лезна в отношении развития навыков коллективной работы (см. § 3, п. 1.1). Перед выполнением задания может быть заслушано сообще​ние об основных видах правильных и полуправильных многогран​ников.
Перед выполнением лабораторной работы «Метод итерации» в теме «Последовательности и уравнения» (IX класс) учащиеся могут познакомиться с методом последовательных приближений и его при​менением к решению уравнений (см. [9}), после чего им предлагаются задания  для самостоятельного   решения   уравнений  и систем урав​нений.
2.5. Методы обучения на факультативных занятиях. При вы​боре методов и приемов обучения на факультативных занятиях необходимо учитывать содержание факультативного курса, уровень развития и подготовленности учащихся, их интерес к тем или иным разделам программы. Одно из главнейших требований к методам со​стоит в активизации мышления учащихся, развитии самостоятельно​сти   в  различных  формах  ее  проявления.
Как и в работе с математическими классами, на факультативах могут использоваться разнообразные формы и методы проведения занятий: лекции, практические работы, обсуждение заданий по до​полнительной литературе, доклады учеников, составление рефера​тов, экскурсии. Рассмотрим некоторые из них.
Часть материала может быть изложена лекционно, особенно при его синтезе и обобщении. Цель учителя — показать, как проводить подобную организацию материала: некоторые детали доказательств можно опустить, из определений привести только самые главные, но конкретные методы решения задач изложить в таком виде, чтобы яс​но прослеживался путь решения. Такие лекции полезно проводить по "материалу, в котором уделяется большое внимание отработке навыков. Например, в теме «Функции и графики» таким является материал, относящийся к понятию асимптоты.
Иной тип лекций используется, когда целью служит не система​тизация навыков, а общее развитие школьников, например в отноше​нии понимания прикладной роли математики. Здесь важно выделить не методы решения отдельных типов задач, а идеи, служащие основой для них, или же сами методы, но в обобщенной форме. В таких лек​циях большое место занимают история, примеры из современной жиз​ни и производства. Примеры: теория вероятностей в нашей жизни — в теме «Теория вероятностей и элементы комбинаторики»; зачем нужны комплексные числа — в теме «Комплексные числа и многочлены».
При проведении лекции возможны беседы с учениками, обсужде​ние возникающих по ходу рассказа вопросов, постановка задач и др. Полезная форма работы — подготовка учениками рефератов. Вы​полнение таких заданий важно прежде всего в отношении развития навыков самообразования, удовлетворения индивидуальных интере​сов учеников. Одновременно индивидуальное задание должно иметь ценность для всех участников факультативной группы. Следует стре​миться к тому, чтобы подготовленные доклады заслушивались и об​суждались. К подготовке доклада можно привлечь нескольких ребят, заранее изучивших его. Они могут выполнять роль ассистентов лек​тора или его оппонентов.
Для рефератов нужно подбирать темы, по которым имеются легко​доступные источники. Наибольшее распространение получил журнал «Квант», имеется и много других возможностей (см. литературные ука​зания в § 1, п. 5.7). Приведем примеры тем рефератов с указанием ли​тературы, рекомендуемой для ученика: «Операции над множествами» ([10], Квант, 1973, № 7, с. 2); «Числа Фиббоначчи» ([15], [49], Квант, 1979, № 5, с. 73); «Правильные многогранники» ([7], Квант, 1973, № 5, с. 26; Математика в школе, 1979, № 3, с. 73). План реферата можно предложить ученику составить самостоятельно, потом про​верить его и дать рекомендации по работе с литературой.
Очень большое значение для успешности усвоения материала имеет подбор задач. Вводные задачи на факультативных занятиях пресле​дуют цель включения учащихся в самостоятельную творческую ра​боту; подчас учитель может намеренно привести задачу, способную поставить учеников в тупик. Например, перед изучением теории ря​дов на факультативных занятиях в IX классе можно обсудить различ​ные способы «вычисления суммы» ряда 1 — 1 +1 — . . .:
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парадоксальный результат ([32], с. 54) служит поводом для введения современного определения суммы ряда и развития техники действий со сходящимися рядами.
Следует предусмотреть также в нужных местах изложения про​блемные задачи, циклы для самостоятельного решения, задачи для закрепления  и формирования  навыков, исследовательские задачи.
Время, выделенное программой для решения задач повышенной трудности (11 ч), можно распределить в течение всего учебного года. Более сложные задачи можно рассмотреть на заключительных заня​тиях по темам. На этих же занятиях целесообразно ознакомить школь​ников с программами вступительных экзаменов и особенностями обу​чения в вузах.
Остановимся вкратце на использовании наглядных и технических средств обучения на факультативных занятиях. Оно во многих слу​чаях позволяет активизировать познавательную деятельность, не говоря о том, что некоторые виды технических средств (например, применение кинофрагментов) обладают исключительно большими воз​можностями наглядного показа материала обучения. При изучении некоторых тем можно воспользоваться диафильмами, например: «Счетная техника» в теме «Системы счисления», «Преобразования гра​фиков функций» в теме «Функции и графики», «Геометрическое изо​бражение комплексных чисел» в теме «Комплексные числа и много​члены».
Факультативные занятия должны быть интересными, увлекатель​ными для школьников. Вот что пишет о популяризации науки Я- И. Перельман: «. . . спору нет, наука бесконечно интересна,— но для кого? Для того, кто в нее углубился, кто овладел ее методом, а не для того, кто стоит лишь в ее преддверии. Популяризатор не может возлагать надежд на увлекательность самого предмета и освободить себя от забот о поддержании внимания своего читателя» (Неделя, 1968, № 15). Хорошо известно, что занимательность изложения по​могает раскрытию содержания сложных научных понятий и проблем.
Занимательность поможет школьникам освоить факультативный курс, содержащиеся в нем идеи и методы математической науки, логику и приемы творческой деятельности. В этом отношении цель учителя — добиться понимания учениками того, что они подготовлены к работе над сложными проблемами, однако для этого необходимы заинтере​сованность предметом, трудолюбие, владение навыками организации своей  работы.
§ 3. ВНЕКЛАССНАЯ И ВНЕШКОЛЬНАЯ РАБОТА ПО МАТЕМАТИКЕ

Математические школы и факультативные занятия по математике призваны углублять математические знания школьников, уже опре​деливших основной круг своих учебных интересов. Однако в IV—VI и даже в VII—VIII классах интересы учащихся редко бывают настолько четкими и устойчивыми, чтобы они сами могли назвать их с полной определенностью. Учитывая, что потребность в специалистах, вла​деющих математикой, сейчас очень велика, необходимо формировать соответствующий   интерес  еще  в  школе.
На уроках математики имеется немало возможностей заинтере​совать школьников содержанием этой науки. Вместе с тем основная цель уроков все же состоит в обучении определенному комплексу процедур математического характера; занимательность изложения подчинена этой цели; развитие способностей учащихся происходит в рамках изучения обязательного материала.
Дополнительные возможности для развития способностей учащих​ся и привития им интереса к математике и ее приложениям предо​ставляют различные внеклассные и внешкольные формы занятий по математике. Они могут быть нацелены на развитие определенных сторон мышления и черт характера учащихся, иногда не преследуя в качестве основной цели расширения или углубления фактических знаний по математике. Такое расширение происходит как бы само собой, как результат возникшего интереса к предмету, воспитанной в ходе занятий настойчивости и как следствие обнаружившейся лег​кости математики.
Нередко участие во внеклассной работе по математике может явиться первым этапом углубленного изучения математики и приве​сти к выбору факультатива по математике, к поступлению в математи​ческий класс и т. д.
Ниже будет дана краткая характеристика тех форм внеклассной и внешкольной работы по математике, которые направлены в первую очередь на общее развитие учащихся. Поэтому вне рассмотрения останутся такие возможные формы работы, как, например, подготов​ка к вступительным экзаменам в вузы.
3.1. Виды и формы внеклассной и внешкольной работы. Существу​ют разнообразные формы внеклассной и внешкольной работы по ма​тематике, они весьма подробно освещены в многочисленной педаго​гической и методической литературе. Их можно систематизировать следующим образом: 1) внеклассная работа; 2) внешкольная работа; 3) заочная   работа.  Остановимся  на  их  краткой   характеристике.

1) Внеклассная работа. Она проводится учителем со своими уче​никами. Может быть использована одна или несколько конкретных форм: математический кружок; неделя или месячник математики; математические вечера, утренники; различные соревнования, игры, викторины, конкурсы, командные соревнования; школьные олимпиады по математике; школьная и классная математическая печать; клубы веселых математиков; математические экскурсии и киноэкскурсии; внеклассное чтение научно-популярной математической литературы; школьные научные конференции; подготовка учащимися докладов, рефератов и сочинений по математике, ее истории и приложениям; изготовление математических моделей; летние задания по матема​тике и др.
Указанные формы работы часто пересекаются, и поэтому трудно провести между ними резкие границы. Более того, элементы многих форм могут быть использованы при организации работы в основном по какой-либо одной из них. Например, при проведении математиче​ского вечера можно использовать соревнования, конкурсы, доклады и т. д.
Одной из распространенных форм внеклассной работы является математический кружок. Вопросы организации, содержания и ме​тодики его работы достаточно полно освещены в методической лите​ратуре. В ней можно найти рекомендации по построению занятий, перечень тематики и библиографию источников, домашние и творче​ские задания для участников кружка и т. д.
В работе математических кружков можно выделить два направ​ления. Первое в основном ориентировано на развитие мышления и формирование первоначального интереса к математике, второе — на углубление знаний по математике и параллельно с этим на даль​нейшую работу по развитию мышления. Первое направление являет​ся ведущим в начале работы кружка (IV—VI классы), второе — на последующих этапах (VII—VIII классы).
В работе математического кружка большое значение имеет зани​мательность материала и систематичность его изложения. Занима​тельность повышает интерес к предмету и способствует осмыслению важной идеи: математика окружает нас, она есть везде. Систематич​ность изложения материала может быть направлена на Общее умствен​ное развитие учащихся.
Каждая из форм внеклассной работы обладает своими особенно ценными качествами. Математические соревнования, например, при​влекательны тем, что участвовать в них стремятся почти все ученики. Это учитель может использовать как для повышения интереса к ма​тематике, так и для организации коллективной умственной деятель​ности учеников. Последнее мы считаем особенно существенным, по​скольку в изучении математики потребность в объединении усилий нескольких   равноправных   участников   встречается   нечасто.
При проведении соревнований участники разбиваются на команды, ведущие борьбу за скорейшее и более качественное выполнение зада​ния. Примеры заданий, ориентированных на коллективность выпол​нения:
Пример 1. Предъявляется модель, составленная из нескольких частей, например разборный кубик или геометрическая фигура. Затем обеим командам дается по комплекту деталей, из которых они должны эту модель как можно быстрее собрать. Как правило, выигры​вает та команда, участники которой смогут лучше соорганизоваться, эффективно объединят свои усилия. Перед началом соревнований учи​тель должен обратить внимание ребят на этот момент.
Пример 2. Учитель или заранее подготовленный ученик по​казывает фокус с угадыванием задуманного числа в пределах от 0 до 15. Достаточно сказать, в каких из четырех таблиц оно находится, и ведущий сразу называет его.[image: image665.jpg]8,9 10 .1
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Для угадывания числа надо сложить первые числа из названных таблиц. Отгадка фокуса — в свойствах двоичной системы счисления. Полное обоснование сущности этого «фокуса» ученики IV—V классов, естественно, дать не смогут; здесь можно будет только отметить наиболее энергичную команду. Подводя итоги состязания, учитель может отметить, что для объяснения фокуса приходится использовать глубокие теоретические сведения о записи чисел; в связи с этим целе​сообразна  небольшая   беседа  по  истории  этого  вопроса.
Полезной формой внеклассной работы является также стенная математическая печать. Важно, чтобы она была действенной, т. е. содержащиеся в ней материалы использовались активно. Хорошо, когда часть материалов в газете представляет учебный интерес для всего класса (например, приводятся примерные варианты ближайшей проверочной работы); другая часть основывается на недавно прой​денном в классе материале, углубляя его в определенном отношении (например, приводятся сведения из истории или приложений), и, наконец, имеются занимательные задачи и задачи повышенной труд​ности; по которым систематически проводятся конкурсы решений.
Важное место во внеклассной работе по математике может занять изготовление учащимися различных моделей и наглядных пособий. Этот вид работы имеет большое воспитательное значение, кроме того, в процессе изготовления этих пособий учащиеся могут связать изуче​ние математики с выработкой трудовых навыков. Желательно, чтобы подготовленные модели и пособия использовались в учебном процессе.
Для учителя будет полезной книга Е. А. Дышинского «Игротека математического кружка», в которой приведены описания нескольких самодельных игр на математической основе.
Разнообразную информацию о внеклассной работе, освещение пере​дового опыта и некоторые материалы для ее проведения учитель может найти в соответствующих разделах журнала «Математика в школе».
2) Внешкольная работа. Формы внешкольной работы по мате​матике также весьма разнообразны: математические кружки при вузах и Домах пионеров; общества юных математиков; юношеские математи​ческие школы (ЮМШ), вечерние математические школы (ВМШ), лет​ние математические школы и лагеря; математические олимпиады — районные, городские, областные, республиканские, всесоюзные; рай​онные и городские научные конференции школьников, слеты юных математиков и др.
Внешкольная работа проводится, как правило, преподавателями и студентами вузов, сотрудниками управлений народного образования и отдельными энтузиастами. Она рассчитана в основном на ребят, уже увлеченных математикой. Задания, предлагаемые на внешколь​ных занятиях, обычно достаточно трудны и нередко посвящены поня​тиям и методам, выходящим за пределы школьного курса. Например, популярными темами внешкольных занятий являются углубленное изучение делимости целых чисел, принцип Дирихле, теория треуголь​ника. Нередко на занятиях рассматриваются и сложные, глубокие понятия современной математики, такие, как понятие алгоритма (в одной из своих строгих форм, например машины Тьюринга).
Далеко не каждый ученик, успешно справляющийся со школьным курсом, может быстро, сходу разобраться в таком материале. Поэтому застенчивым или чрезмерно самолюбивым ребятам приходится нелег​ко. Не всегда у них хватает решимости задать вопрос, попросить необходимой помощи. Учителю следует иметь это в виду и соответ​ствующим образом подготавливать тех учеников, которым он будет советовать посещать такие занятия.
В связи с тем что внешкольная работа ориентирована на ребят, проявивших свой интерес к математике, основная ее направленность несколько отличается от направленности внеклассной работы. Наряду с задачей развития мышления на материале математики здесь суще​ственно учитываются и задачи развития математических способностей и углубления знаний по математике. Как правило, внешкольная рабо​та по математике рассчитана на учащихся VI—X  классов.
Одной из самых популярных форм внешкольной работы являются математические олимпиады. Вопросы их организации и проведения достаточно обстоятельно освещены в пособии для учителей [41]. В районных турах принимают участие ученики, успешно прошедшие школьные олимпиады, однако в целях повышения массовости допу​скаются все желающие. Как правило, ребята приносят с олимпиад условия предлагавшихся задач и обсуждают их в классе. Хорошо, если учитель примет участие в этом обсуждении. Возможно, не всегда он сможет найти путь к решению— некоторые из олимпиадных задач трудны для математика любого ранга, но можно высказать соображе​ния о решениях, предложенных ребятами. Полезно выпустить газету с задачами олимпиады и их решениями.
Ученики, специально готовившиеся к олимпиаде, выступят на ней успешнее. Имеются сборники олимпиадных задач, по которым можно организовать такую подготовку на кружковых или индиви​дуальных занятиях.
3) Заочная работа. Заочная работа со школьниками по матема​тике в настоящее время не является столь массовой, как внеклассная
и внешкольная. Формы ее проведения также менее разнообразны: за​очные математические школы; заочные олимпиады; конкурсы по ре​шению задач. Конкурсы по решению задач повышенной трудности систематически проводятся журналами «Математика в школе», «Квант», республиканскими научно-методическими журналами; по занима​тельной и популярной математике — некоторыми детскими и научно-популярными журналами («Пионер», «Мурзилка», «Наука и жизнь» и др.); проводятся также телевизионные конкурсы.
В заочной работе предусматривается обратная связь с ее участ​никами — их ответы рецензируются и рассылаются обратно. В заоч​ных математических школах имеется целая система заданий, рассчи​танных на систематическое выполнение. Школьники могут участво​вать в заочной работе без каких-либо контактов со своим учителем математики. Вместе с тем учитель может найти в материалах для заочной работы немало полезного для повышения интереса учащихся к математике и для ведения внеклассной работы.
Это касается прежде всего задачного материала, собранного на страницах соответствующих рубрик журналов. Нередко задачи, предлагаемые в одном номере журнала, посвящены развертыванию какой-либо темы (например, симметрии, алгоритмов, классификации; последняя тема особенно характерна для раздела «Психологический практикум» в журнале «Наука и жизнь»), тогда соответствующий ма​териал можно положить в основу занятия кружка.
Учитель может поощрять учеников к ведению индивидуальной работы по математике, обращая их внимание на появляющиеся в до​ступных им изданиях интересные задачи, статьи.
3.2. Некоторые типы заданий для развития мышления. Развитие мышления учащихся — одна из ведущих целей внеклассной работы по математике. Систему внеклассной работы, особенно в IV—V клас​сах, следует строить с учетом активизации мышления школьников. Ряд приемов мыслительной деятельности удобно развивать на мате​риале математики (классификация, нахождение и исполнение алгорит​мов, поиск закономерности и т. д., см [11]).
Каждый такой прием может стать идейной основой одного или нескольких занятий, а система таких приемов — стержнем всей дея​тельности кружка. Подобную организацию кружковых занятий мож​но найти в [24], много полезного содержат книги Д. Пойа «Матема​тика и правдоподобные рассуждения» и «Математическое открытие». В условиях кружковой работы приемы, о которых мы говорим, по​являются в развитии, выделении из сложной, занимательной ситуа​ции, где с первого взгляда нет никаких оснований для применения математики. В таких ситуациях можно показать прикладной аспект этой  науки.
В определенной мере то, о чем здесь говорилось, имеет отноше​ние и к внешкольной работе. Однако здесь, как правило, есть основа​ния предполагать большую заинтересованность ребят математикой и сформированность их интересов.
Приведем примеры заданий, направленных на активизацию мысли​тельных действий и связанных с ними математических понятий.
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Пример 1. Нахождение одного или нескольких признаков, ко​торыми одна группа предметов отличается от другой. Этот тип заданий характерен для одной из новых областей кибернетики — теории рас​познавания образов. Он связан с операцией классификации. Вот одно из многочисленных конкретных заданий, развивающих навыки клас​сификации: указать, каким свойством левая группа картинок отлича​ется от правой (рис. 82).
После разбора одной или нескольких занимательных задач можно привести некоторые сведения о классификации при изучении матема​тики в школе (классификация треугольников, дробей и т. д.). Если тема «Классификация» включается в программу занятий кружка в VII или VIII классе, можно использовать и достаточно серьезные тео​ретические сведения, например о связи классификации с понятием отношения, о классификации целых чисел по свойству делимости на фиксированное число (арифметика остатков) и др.
Пример 2. Построение объекта по исходным данным и описа​нию допустимых действий. Этот тип заданий связан с понятием алго​ритма. Он реализуется во многих математических играх, например «Крестики и нолики», игра «15», «Кубик Рубика». Типичный пример — игра «Ханойская башня» (см. [25], с. 70—71). Это сложная задача, в процессе ее решения полезно предложить ребятам сделать соответ​ствующую модель и поиграть с ней (удобно использовать для этого детские разборные пирамидки).
Вот еще пример, относящийся к такому же типу, но более простой: «Шесть пятаков лежат гербами вверх. Разрешается за один раз любые пять из них перевернуть. Можно ли за несколько раз перевернуть все пятаки гербами вниз?»
Для решения удобно использовать соглашение: будем пятак, ле​жащий гербом вверх, изображать «+», а гербом вниз «—». Тогда зада​ча сводится к такой: от последовательности + + + + + + перейти к - - - - - -,   если   разрешается выполнять следующее действие: из шести знаков пять заменять противоположными (т. е. поменять ме​стами «+» и «—»).
Эта задача допускает развертывание в небольшой цикл, в процессе исследования которого анализируется зависимость решения от коли​чества данных монет. Общая задача формулируется так: «Дано k пятаков. За один ход переворачиваются (k — 1) из них. Вначале они лежат все гербами вверх. Можно ли за несколько ходов перевернуть все пятаки гербами вниз?»
Оказывается, что для четного числа пятаков это всегда возможно, для нечетного — невозможно. Действительно, легко показать, что чет​ность количества знаков «+» в первом случае при каждом ходе меня​ется, а во втором — нет (после каждого хода остается нечетное число «+», его никогда нельзя сделать равным нулю, что соответствовало бы расположению всех пятаков гербами вниз).
В этом решении используется метод, характерный для решения задач, б которых требуется доказать невозможность определенного положения: ищется свойство, которое не меняется в процессе пре​образований, и показывается, что оно различно для данного положе​ния и того, которое требуется получить. Такое свойство называется инвариантом. Метод поиска инварианта—один из самых важных в математике; он может быть освоен на задачах, связанных с построе​нием алгоритмов, точнее, с доказательством несуществования неко​торого алгоритма. Однако эту тему, по-видимому, следует отложить до VII—VIII классов; во внеклассной работе с учениками IV—V классов следует ограничиться задачами, приводящими к нахождению алго​ритма.
Пример 3. Конструирование объекта с требуемыми свойствами.
При решении задач часто приходится производить действия, свя​занные с (мысленным) построением тех объектов, по отношению к ко​торым и формулируется ответ; таким образом, построение объектов здесь промежуточный этап решения задачи. Часто такие задачи воз​никают   на  материале  комбинаторики.
Приведем один пример такого типа: «Три поросенка хотят построить дом. Они еще не решили, будет ли в нем печка или камин, чем покрыть дом — соломой или черепицей — и какую в доме сделать дверь — дубовую или из простой фанеры. Сколько разных домиков они могут построить?»
Для решения удобнее всего представить себе процесс построения реального домика, точнее, последовательность указанных в задаче операций. Затем можно графически представить этот процесс в виде дерева логических возможностей, из которого ответ (в данном случае) получается простым подсчетом.
Цель этой задачи, конечно, не в том, чтобы получить ответ, а в том, чтобы его проанализировать с точки зрения организации данных в процессе решения. Результаты анализа следует закрепить на задачах с аналогичным идей​ным содержанием.
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Пример 4. Анализ структуры данных. Задания этого типа на​правлены на развитие у учеников способности к систематизации и упорядочению тех сведений, которые даются в условии. Подобные задания можно предла​гать на самом разнообразном материале. Иногда они используются при введении но​вого понятия. Например, рассмотрим следую​щий вопрос: «Какой квадратик на рисунке надо закрасить, чтобы изображенная фигура оказалась состоящей из двух одинаковых час​тей?» (рис. 83).
В результате обсуждения и уточнения ответов учеников можно прийти к выявле​нию тех представлений, которые лежат в ос​нове понятия осевой симметрии.
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Во внеклассной работе новые понятия вво​дятся редко (по крайней мере в IV и V клас​сах, где работа в рассматриваемом здесь на​правлении особенно важна), систематизация данных проводится обычно с привлечением уже знакомых детям понятий. Здесь, как мы уже отмечали, работа в направлении разви​тия мышления (и, в частности, развития на​выков и приемов систематизации данных) служит важной целью сама по себе, безотно​сительно к математическому содержанию предлагаемых для исследования заданий. По​этому и задачи, направленные на развитие навыков систематизации, следует предлагать самые различные. Например, на одном и том же занятии кружка в V классе можно пред​ложить такие задачи:
1)    Угадать   закон   образования    членов последовательности:    а)    1;  12;    123;   1234; 12 345; б) 2; 5; 8;  11;  14.
2)   Внутри треугольника   поставлена  точ​ка, а потом он перенесен в другое место. По​могите найти  положение   отмеченной   точки (рис. 84).
3) Кубик, на гранях которого нанесены цифры, склеен из разверт​ки, показанной на рисунке 85. Часть граней не видна. Укажите, ка​кие числа нанесены на каждую из них.
Перечисленными примерами, конечно, не исчерпываются типы заданий, нацеленные в первую очередь на развитие мыслительной дея​тельности. Мы не касались, например, такой темы, как «Развитие логического мышления». Разнообразные занимательные задачи, посвя​щенные ей, можно найти в книге Бизама Г. и Герцега Я- «Игра и логика». В статье [11] сделана попытка систематизировать задачи, связанные с развитием мышления на материале  математики.
При проведении внеклассной работы имеются возможности разви​тия зрительного восприятия детей. При этом можно использовать такие приемы работы, которые в условиях работы на уроке не могут найти ши​рокого применения. Например, на внеклассных занятиях поучительно рассмотреть с ребятами примеры оптических иллюзий и «невозможных» пространственных фигур. Обширный материал по этому вопросу имеется в книге Я. И. Перельмана «Занима​тельная геометрия», можно пореко​мендовать также книгу Дж. Грегори «Глаз и мозг».
Приведем один из многих приме​ров «невозможных» изображений; оно входит в состав эмблемы «Клуба лю​бознательных» газеты «Комсомоль​ская правда» (рис. 86).
При использовании в работе кружка материалов такого рода не​обходимо разъяснять ребятам, что в обычных условиях зрению вполне можно доверять, но что его следует также и тренировать, поскольку оно доставляет человеку наибольшую часть информации о внешнем мире. Примеры на оптические иллюзии не самоцель; их показ должен производиться в общем потоке заданий, направленных на развитие зрительного восприятия; основная масса заданий здесь может отно​ситься к таким темам, как «Выделение или подсчет фигур на маскирую​щем фоне», «Особенности связи предмета и его изображения» и т. д.
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35.  Методика преподавания математики в средней школе: Общая етодика/ Ю. М. Колягин и др. —М.: Просвещение, 1980.
36.  Методика факультативных занятий в VII—VIII классах: Из-ранные вопросы математики/Сост. И. Л. Никольская, В. В. Фирсов. —..: Просвещение,  1981.
37.  Методика факультативных занятий в IX—X классах: Избран-ые вопросы математики/ Сост. И. Л. Никольская, В. В. Фирсов. — : :   Просвещение,   1983.
38.  Монахов В. М.    Проблемы   дальнейшего   развития   фа-^льтативных   занятий    по   математике. — Математика   в   школе,
39.   Н и к и ф о р о в с к и й В. А.    Из  истории  алгебры  XVI— [VII вв. — М.: Наука, 1979.
40.   Обучение в математических школах/ Сост. С. И. Шварцбурд, М. Монахов, В. Г. Ашкинузе. —М.: Просвещение, 1965.
41.   Петраков И. С.    Математические   олимпиады  школьни-з.—М.: Просвещение,   1982.
42.   Поисковые задачи по математике (IV—V кл.)/ А. Я. Крысин др.—М.:   Просвещение,   1979.
43.   Проблемы подготовки учителей к проведению факультативных нятий в средней школе: Тезисы докладов Всесоюзной конферен. — М.,   1980.
44.   Программа факультативных курсов на 1980—1985 гг. — Ма-латика  в школе,   1980,  № 4.
45.   Программы школ и классов с углубленным теоретическим и актическим  изучением математики  (IX—X  классы).—М.,   1974; ,  1980.
46.   Р озо в Н. X.,    Г л а го л ева Е. Г.,     Р а б б о т Ж- М. очная математическая школа при МГУ.—М.: Знание,  1973.
47.  С а р к и с я н А. А.,   К о л я г и н Ю. М.   Познакомьтесь с пологией: Книга для внеклассного чтения VIII—X классов. —М., 76.
48.   Сборник задач по алгебре и началам анализа для IX—X клас-в/ Б. М. Ивлев и др. — М.: Просвещение, 1978.
49.   Реньи А.   Трилогия о математике.—М.: Мир,  1980.

50.  Т и х о н о в А. Н.,    К о с т о м а р о в Д. П.    Рассказы    d прикладной   математике.—М.:   Наука,    1979.
51.   Углубленное изучение алгебры и анализа/ Сост. С. И. Шварцбурд, О. А. Боковнев. — М.: Просвещение, 1977.
52.   Факультативные занятия в школе: Сборник статей/ Под ред М. П. Кашина и Д. А. Эпштейна. — М.: Педагогика, 1973.
53.   Факультативные   занятия   в   школе:   Сборник   статей. — M Педагогика,   1976,   вып.   II.
54.   Факультативные   занятия   в   школе:   Сборник   статей. — М Педагогика,    1978,   вып.   III.
55.  Факультативный   курс:    Избранные    вопросы    математик (7—8 кл.)/ Н. Я. Виленкин и др. —М.: Просвещение, 1978.
56.  Факультативный курс: Избранные вопросы математики (9 кл. И.  Н.  Антипов и др. —М.: Просвещение,   1979.
57.  Факультативный    курс:    Избранные    вопросы    математик (10 кл.)/ А. М. Абрамов и др. — М.: Просвещение, 1980.
58.  Ф и р с о в  В.   В.,        Боковнев   О.   А.,        Щ в а р б у р д С. И.   Состояние и перспективы факультативных занятий  математике.—М.:   Просвещение,   1977.
59.  Ш в а р ц б у р д С. И.  Внеклассная работа. — В сб.:  Преподавание математики в 4—5 классах. М.: Просвещение,  1975.
� Термин «методика математики» — часто применяемое   сокращение терминов «методика преподавания математики», «методика обучения математике».


� Наиболее полно методические идеи С.И. Шохор- Троцкого изложены в его книге «Методика преподавания арифметики»(Л.,1925)


� К. Ф. Лебединцев является автором первого методического пособия, в котором нашел свое отражение опыт работы советской школы: «Введение в современную мето�дику математики» (М., 1925).


� Подробное описание каждого из этих периодов дано в статье А. Н. Колмогоро�ва «Математика» (Математическая энциклопедия. — М.:   Советская энциклопедия, 1982, т. 3).


� Примерно такое же число часов отводится на изучение математики в общеобра�зовательных школах большинства зарубежных стран.


� Значительно большее число часов отводится на изучение математики в школах и классах с математической специализацией.


� Обычно программа публикуется новыми изданиями к началу каждого учеб�ного года, что позволяет учителю своевременно подготовиться к предстоящим заня�тиям.


� Приводимые требования сформулированы в докладе видного советского уче�ного, фнзика-пелагога В. Г. Зубова «О программе работ по политехническому образо�ванию», прочитанному на сессии АПН СССР в 1974 г. (см.: Воспитание в труде. — М.: Педагогика, 1979, с. 76—80).


� См.: Тихонов А. Н.,   Костомаров Д. П.   Рассказы о прикладной математике. — М.: Наука,  1979.


� Колмогоров А. Н. Научные основы школьного курса математики. Первая лекция. Современные взгляды на природу математики. — Математика в школе, 1969, № 3, с. 17.


� См.: Педагогика: Совместный труд АПН СССР и АПН ГДР. — М.: Просвещение 1978,с.345 Зверев И- Д.  Состояние и перспективы разработки проблемы методов обучения в современной школе. — В сб.: Проблемы методов   обучения в. ременной общеобразовательной школе. — М.: Педагогика, 1980, с. 7.


� Материалы XXV съезда КПСС. — М„ 1976, с. 77.


� Для более детального ознакомления с сущностью программированного обу�чения отсылаем к статье В. Г. Болтянского «Что такое программированное обучение» (Математика в школе, 1970, № 3. с. 20).





� См.: Тесленко И. Ф.,   ФирсовВ. В.   О методической системе учеб�ного пособия А. В. Погорелова. — Математика в школе, 1981, № 5.





� См.:   Типовые   перечни   учебного   оборудования  для   общеобразовательных школ. Средняя школа. — М.: Просвещение, 1977.





� См.: Таблицы по математике для IV класса/ Под ред. В. Г. Болтянского. — М.: Просвещение, 1970.


� См.: Михайловская А. Ю., Садчиков В.  Л. Таблицы по геомет�рии для VIII класса. — М., 1978.
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